Materialy na ¢wiczenia prof. Wojciech Gajda
Algebra 1
Zima 2025,/2026

Cwiczenia do wykladéw 121 13

Zadanie 1. (ALI w ALG1)

Niech A bedzie pier§cieniem przemiennym z jedynka i niech R=»M,, ,,(A) bedzie piericieniem
macierzy nxn o wspdlczynnikach z A. (1) Zalézmy, ze T jest idealem obustronnym pierscienia
R. Pokazaé, ze w A istnieje ideal I taki, ze Z=M,, ,,(I). W szczegdlnosci, jezeli A jest cialem, to w
R nie ma obustronnych idealéw wiasciwych. Wskazéwka. Jesli B=[b;;]€M,, ,,(A), to E,, ,BE; ,
jest macierza, ktéra na przecieciu p-tego wiersza i ¢-tej kolumny ma b,s, a w pozostalych miej-
scach ma zera. F; ; oznacza tutaj macierz, ktéra na przecigciu i-tego wiersza i j-tej kolumny ma
1, a w pozostalych miejscach zera. Dla idealu 7 z Zadania, rozwazy¢ zbiér I zlozony z takich
a€A, ze a=bq; dla pewnego B=I[b;;|€Z. (2) Definicja. Centrum pierdcienia R nazywamy zbidr
Z(R) zlozony z a€R takich, ze dla kazdego b € R jest ab = ba. Sprawdzi¢ czy centrum pierscie-
nia jest idealem. (3) Pokazaé, ze centrum pierécienia macierzy R=»M,, ,,(K) o wspélczynnikach
z ciata K sklada sie z macierzy diagonalnych « I,,, gdzie a€K.

Zadanie 2. (Twierdzenie chinskie o resztach w Z)
Niech my, ma, ..., m, beda liczbami naturalnymi, ktore sa parami wzglednie pierwsze. Niech
beda dane liczby catkowite: ay, as, ..., ay.
(a) Dowiesé, ze istnieje liczba x € Z taka, ze spelniony jest uklad kongruencji = a; mod m;
dla 1 < i < n oraz, ze x jest okreslona jednoznacznie modulo m = mims ... m,.

(b) Przyjmijmy oznaczenie m; = -, gdzie 1 < i < n. Zauwazmy, ze (m;, m;) = 1. Niech t; €
Z/m;)* bedzie takie, ze m’t; = 1 mod m;, gdzie 1 < 7 < n. Klase reszt ¢; latwo mozem:
€ i ) 8 ¥ Y
znalezé za pomoca algorytmu Euklidesa. Pokazaé, ze x = aymjt; + aambts + ... +apm,t,
jest rozwiazaniem ukladu kongruencji z (a).
(¢) Korzystajac z (b) rozwiaza¢ dwa ukltady kongruencji:
(1) z=1mod8 2z = 2mod 25 z = 3mod8l
(2) z =5mod8 x =12mod 25 x =43 mod 81.

Zadanie 3.

Niech p bedzie liczba pierwsza, d€Z liczba, ktéra nie jest kwadratem liczby catkowitej. W pierécie-
niu Z[vd)={a+bVd: a,b€Z} rozwazmy ideal gtéwny I=(p)=pZ[/d]. Dowiesé, ze I jest ideatem
pierwszym wtedy i tylko wtedy, gdy klasa d reszt modulo p nie jest kwadratem w ciele F,.

Zadanie 4*
Niech p bedzie liczbg pierwsza, f(x) € F,[z] unormowanym wielomianem nierozktadalnym stop-
nia n.

(1) Dowies¢, ze ideal gléwny I = (f(x)) jest maksymalny oraz, ze pierscien ilorazowy F,[x]/I
jest ciatem, ktére sktada sie z p™ elementéw.

(2) Niech A = F,[x]/I™ dla pewnego m € N. Wyznaczy¢ elementy nilpotentne pierscienia A
oraz liczbe elementow odwracalnych w A.

(3) Z ilu elementéw sklada sie grupa jednosci piercieni ilorazowych:
Folz]/(2%-1) i Fa[z]/(2%-1)?



