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Cwiczenia 27 pazdziernika 2025
Zadanie 1. Podaj przyklady lub dowiedz, ze nie ma:
(a) grupy nieskoficzonej w ktérej istnieje wlasciwa podgupa skoniczona,
(b) grupy skonczonej rzedu > 3, ktéra nie posiada podgrup wlasciwych,

(¢) grupy nieskoniczonej, ktéra nie ma podgrup witasciwych.

Zadanie 2. Niech G bedzie podgrupa w GLs(Z) generowana przez macierze:
A= [ _(1) (1) ] , B= [ (1) (1) ] . Pokazaé, ze G sklada si¢ z oSmiu elementow
oraz, ze G jest izomorficzna! z Dy.

Zadanie 3.

(a) Wyznaczy¢ wszystkie dzielniki normalne grup Qs i D4 oraz obliczyé od-
powiadajace im grupy ilorazowe.

(b) Sprawdzi¢ czy podzbiér H grupy G jest podgrupa normalna, jesli mamy:
1 a b
H={Ae€GL3(F3):A=| 0 1 ¢ |}, G=GL3(F3).O0blicz |H|oraz|G|.
0 0 1
Zadanie 4.

(a) Dowiesé, ze w grupie addytywnej (Q, +,0) ciala liczb wymiernych nie ma
podgrup witasciwych skonczonego indeksu.

(b) Dowiesé, ze w grupie ilorazowej Q/Z kazdy element ma skoficzony rzad.

Zadanie 5. Niech G bedzie grupa, a H i K jej podgrupami normalnymi takimi,
7e HNK = {1g}.

(a) Dowiesé, ze elementy podgrup H i K komutuja ze soba, to znaczy, ze
hk=kh, dla kazdego heH, keK.

(b) Dowiesé, ze wtedy HK:={hk : heH, ke K} jest grupa izomorficzng z ilo-
czynem prostym grup H x K.

Zadanie 6* Sprawdzi¢, ze A4 nie posiada podgrupy rzedu 6, a w Sy nie ma dziel-
nikéw normalnych rzedéw 3 i 8. W szczegdlnosci, wynika z tego, ze twierdzenie
odwrotne do twierdzenia Lagrange’a jest falszywe. Wskazéwka. Rozwazy¢ kla-
Sy sprzezonosci.

TALGO: Grupy G i G2 sa izomorficzne, jesli istnieje homomorfizm grup G —Ga, ktéry
jest bijekcja zbiordw.



