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Cwiczenia 3 i 10 listopada 2025
Zadanie 1. (jeszcze o warstwach)

Dowiesé, ze |HK ’:||g‘r|§||7 jesli H i K sg skonczonymi podgrupami grupy G.

Zadanie 2. Na wyktadzie 3 dla grupy G zdefiniowaliSmy jej centrum: Z(G)={h €
G : gh = hg dla wszystkich g € G}. (a) Obliczyé Z(S3), Z(Qg) i Z(Dy). (b) Do-
wiesé, ze Z(G) jest dzielnikiem normalnym w G. (¢)* Wyznaczyé Z(GLo(F))), dla
liczby pierwszej p oraz Z(S,), dla n > 3.

Zadanie 3.

W grupie G okreslamy relacje w nastepujacy sposéb: a~b, wtedy i tylko wtedy, gdy
a=gbg~! dla pewnego g € G. (a) Z wykladu wiemy, ze ~ jest relacja réwnowaznosci.
(b) Klasa abstrakcji elementu a wzgledem relacji ~ jest réwna klasie sprzezonosci
Cy. Dowiesé, ze: (c) zawsze zachodzi: a€C,. Ponadto Cy={a} wtedy i tylko wtedy,
gdy a€Z(QG). (d) Jesli G jest skonczona, to liczba |Cy|=[G:C(a)] dzieli rzad grupy
G, gdzie C(a)={g € G:gag—'=a} jest centralizatorem elementu a w grupie G.
Wskazéwka. Czy C(a) jest podgrupa w G7

Zadanie 4.

Uzasadnié¢ dlaczego grupy G i Go nie sa izomorficzne jezeli: (a) G1=R*, Go=C*,
(b) Glz(R,-i-), GQZ(Q,+), (C) Gleg, G2:D4, (d) G1:D12, G2:S4, (e) Glen,
GQZSm, gdzie n 75 m, (f) Gleg, GQZZ/S, G1:A4 i G2:D6.

Zadanie 5.

Korzystajac z pierwszego twierdzenia o izomorfizmie dowiesé, ze mamy: Z /nZ~Z/n,
Dy/{obroty}~7Z/2, GL,(K)/SL,(K)~K*. Obliczyé¢ liczbe elementéw specjalne;
grupy liniowej SL,(F),), dla liczby naturalnej n i liczby pierwszej p.

Zadanie 6.
Niech G bedzie grupa. Przyjmujemy oznaczenia:

Aut (G) = ({0 : G — G, 0 jest automorfizmem}, o, Idg)

Int (G) = ({04 : G — G: 04(9)=aga™t,a€G}, 0, Idg),

gdzie o oznacza operacje sktadania funkcji. oraz Idg jest identycznoscia zbioru G.
Dowiesé, ze Int (G) jest podgrupa w grupie automorfizméw Aut (G) oraz, ze
Int (G) ~ G/Z(G), gdzie Z(G) oznacza centrum grupy G, ktére zostalo zdefiniowa-
ne w Zadaniu 1. Int (G) nosi nazwe grupy automorfizméw wewnetrznych. Skonstru-
owaé izomorfizmy grup: Aut (Z/n) ~(Z/n)* oraz Aut(Z/pxZ/p)~GLy(F,), gdzie
p jest liczba pierwsza.



