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Zadanie 1.

(a) Skonstruowaé siedem nie izomorficznych grup abelowych rzedu 360. Przyktadami
takich grup sa: Z/360, Z/180xZ/2 i Z/90xZ/4. (b) Dowiesé, ze grupa, ktéa ma
tylko skonczong liczbe podgrup jest skonczona.

Zadanie 2.

Niech G bedzie dowolng grupa. Oznaczmy przez G’ podgrupe w G generowang
przez elementy postaci [a, bl:=aba~"1b71, dla a,b € G. Pokazaé, ze: (a) G’ jest dziel-
nikiem normalnym w G, (b) G/G’ jest grupa abelowa, (c) jesli H jest dzielnikiem
normalnym w G takim, ze G/H jest grupa abelowa, to G'CH.

Zadanie 3*

Korzystajac z opisu klas sprzezonoéci w grupie S; pokazaé, ze grupa As nie posiada
wlasciwych dzielnikéw normalnych. Uwaga. Grupe, ktora nie ma wlasciwych dziel-
nikéw normalnych nazywamy grupa prosta. Przykladami grup prostych poza As
sa grupy cykliczne Z/p rzedu liczba pierwsza. Dla kazdego n>4, grupa alternujaca
A, jest grupa prosta. Czy potrafisz to dowies¢?

Zadanie 4.

(a) Jezeli X jest zbiorem, to symbolem Sym(X) oznaczamy zbiér wszystkich bi-
jekeji 02 X—X. Sprawdzié, ze z dzialaniem skladania funkcji Sym(X) stanowi gru-
pe. Oczywiscie, S,=Sym([n]), gdzie [n]={1,2,...,n}. (b) Niech f:GxX—X be-
dzie dzialaniem grupy G na zbiorze X. Pokazaé¢, ze f indukuje homomorfizm grup
¢:G — Sym(X) okreslony za pomoca wzoru: ¢(g)(x)=f(g,x) dla geG i z€X.
W szczegdlnosci: kazde dzialanie grupy na zbiorze [n] okresla homomorfizm grup
G—S,. (c) Sprawdzié, ze takze na odwr6t: homomorfizmowi ¢: G — Sym(X) odpo-
wiada dziatanie G na X. Wyrazi¢ ker ¢ za pomoca stabilizatorow w tym dziataniu.

Zadanie 5.
Niech f:GxX — X bedzie dziataniem grupy G na zbiorze X. Okre$lamy relacje ~
na zbiorze X : z~y wtedy i tylko wtedy, gdy z=f(g,y) dla pewnego g € G.

(a) Sprawdzié, ze ~ jest relacja rownowaznosci.
(b) Klasa abstrakcji elementu = wzgledem relacji ~ jest réwna orbicie Gx.
(¢) Wywnioskowaé z (b), ze zbiér X jest suma roztacznych orbit.

(d)* Dowiesé, ze Z(G) # 1, jesli G jest grtupa skonczona rzedu potega liczby
pierwszej.



