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Zadanie 1. Niech G bedzie grupa, a H jej podgupa. Dowieéé, ze H jest podgrupa
normalna, jezeli: (a) |G|=33,|H|=11, (b) |G|=35, |H|=7, (c¢) |G|=pn,|H|=p, gdzie
p>n jest liczbg pierwsza.

Zadanie 2. Niech p bedzie liczbg pierwsza. Niech G bedzie grupa skoniczona taka,
ze liczba p dzieli |G|. (a) Zdefiniujmy zbior X={(g1,92,...9p)€GP: 9192 ... gp=1}.
Niech f: Z/px X —X bedzie funkcja okreslona: f(1, (g1,92,---9p))=(92, 93, - - - gp, 91),
gdzie 1 jest generatorem grupy Z/p oraz (g1, gz, ... gp)€X. Sprawdzié, ze f definiu-
je dzialanie grupy Z/p na zbiorze X. (b) Ile elementéw liczy zbiér X? (c) Niech
Xo={g€G: g?=1}. Korzystajac z rozkladu zbioru X na rozlaczne orbity dzialania
z (a) dowiesé, ze | Xo|>1. (d) Wywnioskowaé z (c) twierdzenie Cauchy’ego: W
grupie skonczonej, ktorej rzad dzieli sie przez liczbe p, istnieje element rzedu p.

*

Zadanie 3. (a) Pokazaé, ze grupy rzedu: 33, 35 i 259 sa grupami abelowymi. (b)
Niech p > ¢ beda liczbami pierwszymi takimi, ze p nie przystaje do £1 modulo g, i
niech G bedzie grupa rzedu p?q. Dowiesé, ze wtedy G jest grupa abelows.

Zadanie 4 (Iloczyn pélprosty grup) Niech beda dane dwie grupy H i N oraz
homomorfizm grup ¢: H—Aut (N), ktéry odpowiada dziataniu grupy H na grupie
N. Na zbiorze Hx N okreslamy mnozenie:

(h1,n1)(h2,n2) = (hihg, ¢(h2)(n1)n2)

gdzie hi,ho€H, ny,n2€N oraz ¢(hg):N—N. (a) Sprawdzié, ze z tak oreslonym
mnozeniem zbior H XN jest grupa. Ta grupe nazywamy iloczynem poélprostym
grup H i N ze wzgledu na homomorfizm ¢ i oznaczamy H xgN. (b) Jesli ¢p(h)=Idn
dla kazdego h € H, to iloczyn pélprosty jest iloczynem prostym H®N. (¢) Niech H
bedzie podgrupa, a N dzielnikiem normalnym gupy G takimi, ze H N N={1} oraz
niech ¢(h)(n)=h~'nh dla he H i neN. Dowies¢, ze Hx,N~HN. (d) Dowied¢, ze:
SgZZ/2X¢Z/3, D42Z/2X¢IZ/4, QgﬁZ/2X¢2Z/4 oraz A42Z/3X¢(Z/2€DZ/2)

Zadanie 5" Niech G bedzie grupa skonczona, ktéra dziala na zbiorze skonczo-
nym X. Dla g€G oznaczamy przez f(g) liczbe punktéw stalych dla g. (a) Dowiesé
wzér Burnsida: Zbior X sklada sie dokladnie z ﬁ > gec f(g) orbit. Wskazéwka:
Obliczyé¢ na dwa rézne sposoby liczbe elementow w G x X takich, ze gr=x : raz
sumujac po g€G, a drugi raz sumujac po x€X. (b) Dowiesé, ze \%I P e flg)? > 1.
Wskazéwka: Rozwazy¢ dzialanie G na zbiorze X x X. (¢) Wzmocniene twierdze-
nia Jordana: Zalézmy, ze G dziala w sposob przechodni na X (tzn. jest tylko jedna
orbita w tym dziataniu). Sumujac po g€G wyrazenie (f(g)—1)(|X|— f(g)) dowiesé,
ze co najmniej |G|/|X| elementéw z G nie ma punktu stalego w X.



