Materialy na éwiczenia prof. Wojciech Gajda
Algebra 1
Zima 2025/2026

Cwiczenia 15 grudnia i 12 stycznia (do wykladéw 9 i 10)

Zadanie 1.

Zmalez¢ wszystkie dzielniki zera, elementy nilpotentne i elementy odwracalne
piericienia: Z/20, Q®Z, Z/28, My »(Fs), R[z]/(z*—1)=R & R.

Zadanie 2.

Dowies¢, ze w kazdym skonczonym pierscieniu przemiennym z jedynka ele-
ment, ktory nie jest dzielnikiem zera jest elementem odwracalnym. Obliczy¢
271 w pierdcieniu Z/n jesli n> 2 jest liczbg nieparzysta.

Zadanie 3.
Niech X bedzie zbiorem. Oznaczmy przez R zbiér wszystkich podzbioréw
zbioru X. W R okreslamy dziatania:

A+B:=(A-B)U(B—A)

AB := AN B.
Sprawdzi¢, ze (R, +, ,0, X) jest pierScieniem przemiennym z jedynka.
Zadanie 4.
Moéwimy, ze pierscienn R jest pierscieniem Boole’a jesli a*> = a dla kazdego
a € R. Dowie$¢, ze pierscien Boole’a jest pierscieniem przemiennym oraz, ze
a+a=0 dla kazdego elementu a w pierscieniu Boole’a.
Zadanie 5.
Niech A bedzie pierscieniem przemiennym z jedynka oraz zalézmy, ze istnieje
liczba pierwsza p taka, ze w A mamy pl = 1+1+...+1 = 0. Dowies¢, ze:

(a) (@£ b)P" =a?" £ b dla kazdego a,b € A i liczby naturalenj n
(b) funkcja ¢ : A — A zadana wzorem ¢(a) = a® jest homomorfimem

pierscieni z jedynka.

Zadanie 6.
Niech A bedzie pierscieniem przemiennym z jedynka. Czy grupa addytywna
pierécienia (A, +,0) moze by¢ izomorficzna z grupa Q/Z ?



