Materialy na ¢wiczenia prof. Wojciech Gajda
Algebra 1
Zima 2025/2026

Cwiczenia 19 stycznia (do wykladéw 11 i 12)

Zadanie 1.

(a) Ktore z pierdcieni ilorazowych: Z/19, Fs[z]/(x3+x+1), Qlx]/(2?), C[z]/(x?+1),
Fs[z]/(x3+42+4), Rlz]/ (22 —bz+6), K[z, y]/(zy—1) (K jest dowolnym ciatem) sa
dziedzinami catkowitoSci?

(b) Zilu elementow sklada sie pierécieﬁ A/ jesli: (o )A F3[x], I=(2?), (o) A=Z/m]z],
I=(a"), (o) A=F7[a], I=(a®), (o) A=Z/6[z,y], I=(a")+(y*)?

Zadanie 2.

Niech A bedzie pierscieniem przemiennym z jedynka, a K cialem. Korzystajac z pierwsze-
go twierdzenia o izomorfizmie dowies¢, ze: (a) A[z]/I ~ A, gdzie I={f € A[z] : f(a)=0}
dla ustalonego a € A, (b) Q[z]/(2*—1) ~ Q&Q, (c) F7[z]/(z*+5) ~ F:&F7, (d)
Fsla]/(2>+1) = F5&Fs, (e) Klz,y)/(x) = K[y], (£) K[z,y)/(@®—y) ~ K[2].

Zadanie 3.
(a) Dowies¢, ze I=(2,x)=2Z[z]+xZ[z] nie jest idealem gléwnym pierscienia Z[z].
(b) Poda¢ przyktad podpierscienia, ktory nie jest ideatem.
(c) Niech A bedzie pierScieniem przemiennym z jedynka, ktoéry nie posiada ideatow
wlasciwych. Dowiesé, ze A jest cialem.
Zadanie 4.

(a) Niech I oraz Iy beda idealami pierscienia przemiennego z jedynka A. Niech ¢
bedzie idealem pierwszym w A takim, ze Iy N Is C p. Pokazaé, ze wtedy I C p
lub I, C .

(b) Niech m bedzie idealem piericienia przemiennego z jedynka A. Dowies¢, ze m jest
ideatem maksymalnym w A, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego a & m istnieje
b e A taki, ze 1 — ab € m.

Zadanie 5*.
Moéwimy, ze pierscien przemienny z jedynka A jest pierscieniem lokalnym jesli w A istnieje
doktadnie jeden ideal maksymalny.

(1) Dowiesé, ze A jest lokalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego a, b € A z tego,
ze a+b=1 wynika, ze a € A* lub b€ A*.

(2) Jesli A jest pierscieniem przemiennym z jedynka, m jest idealem maksymalnym z
A, to A/m™ jest pierScieniem lokalnym dla kazdego n > 0.



