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Zadanie 1.

(a) Które z pier±cieni ilorazowych: Z/19, F5[x]/(x
3+x+1), Q[x]/(x2), C[x]/(x2+1),

F5[x]/(x
3+4x+4), R[x]/(x2−5x+6), K[x, y]/(xy−1) (K jest dowolnym ciaªem) s¡

dziedzinami caªkowito±ci?

(b) Z ilu elementów skªada si¦ pier±cie« A/I je±li: (•) A=F3[x], I=(x2), (•) A=Z/m[x],
I=(xk), (•) A=F7[x], I=(x5), (•) A=Z/6[x, y], I=(x5)+(y8)?

Zadanie 2.

Niech A b¦dzie pier±cieniem przemiennym z jedynk¡, aK ciaªem. Korzystaj¡c z pierwsze-
go twierdzenia o izomor�zmie dowie±¢, »e: (a) A[x]/I ≃ A, gdzie I={f ∈ A[x] : f(a)=0}
dla ustalonego a ∈ A, (b) Q[x]/(x2−1) ≃ Q⊕Q, (c) F7[x]/(x

2+5) ≃ F7⊕F7, (d)
F5[x]/(x

2+1) ≃ F5⊕F5, (e) K[x, y]/(x) ≃ K[y], (f) K[x, y]/(x2−y) ≃ K[x].

Zadanie 3.

(a) Dowie±¢, »e I=(2, x)=2Z[x]+xZ[x] nie jest ideaªem gªównym pier±cienia Z[x].

(b) Poda¢ przykªad podpier±cienia, który nie jest ideaªem.

(c) Niech A b¦dzie pier±cieniem przemiennym z jedynk¡, który nie posiada ideaªów
wªa±ciwych. Dowie±¢, »e A jest ciaªem.

Zadanie 4.

(a) Niech I1 oraz I2 b¦d¡ ideaªami pier±cienia przemiennego z jedynk¡ A. Niech ℘
b¦dzie ideaªem pierwszym w A takim, »e I1 ∩ I2 ⊂ ℘. Pokaza¢, »e wtedy I1 ⊂ ℘
lub I2 ⊂ ℘.

(b) Niech m b¦dzie ideaªem pier±cienia przemiennego z jedynk¡ A. Dowie±¢, »e m jest
ideaªem maksymalnym w A, wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego a ̸∈ m istnieje
b ∈ A taki, »e 1− ab ∈ m.

Zadanie 5∗.
Mówimy, »e pier±cie« przemienny z jedynk¡A jest pier±cieniem lokalnym je±li wA istnieje
dokªadnie jeden ideaª maksymalny.

(1) Dowie±¢, »e A jest lokalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego a, b ∈ A z tego,
»e a+b=1 wynika, »e a ∈ A× lub b ∈ A×.

(2) Je±li A jest pier±cieniem przemiennym z jedynk¡, m jest ideaªem maksymalnym z
A, to A/mn jest pier±cieniem lokalnym dla ka»dego n > 0.


