SEMINARIUM Z FORM MODULARNYCH I TOPOLOGII

SEMESTR LETNI 2025

Seminarium bedzie oparte na ksigzce Manifolds and Modular Forms, autorstwa E
Hirzebrucha, T. Bergera i R. Junga ([H1]). Centralnym dla tej ksiazki pojeciem
jest genus ciagu multyplikatywnego, ktéry jest pewnym niezmiennikiem roz-
maitoéci (rozpatrywanych z dokladnoscia do kobordyzmu). Zrédtem ciekawych
genuséw sg szeregi formalne (przyktadowo pochodzace od form modularnych).
Znaczenie genusow polega m.in. na ich bliskich zwigzkach z indeksami pewnych
operatoréw rozniczkowych i z twierdzeniem Atiyaha—Singera o indeksie. Twierdze-
nie to jest jednym z najwazniejszych wynikéw matematyki XX wieku, taczacym
geometrie r6zniczkowa, analize i topologie. Podaje ono wzoru ogélny na indeks
operatoréw rézniczkowych eliptycznych na zwartej rozmaitosci przy uzyciu topolog-
icznych danych rozmaitosci i symbolu operatora. Szczegdlnymi przypadkami tego
twierdzenia sa twierdzenie Cherna—Gaussa—Bonneta oraz twierdzenie Riemanna—
Rocha. Plan seminarium bedzie luzno bazowat na podobnym seminarium, ktére
odbylo sie na naszym wydziale 10 lat wczesniej. Podane tresci wyktadéw sa luzna
sugestia — przewidujemy, ze czesci materialu nie uda sie oméwi¢ tak doktadnie.

e Wyklady 1. i 2. Crash-course z topologii algebraicznej i rézniczkowe;j.
Wprowadzi¢ pokrdtce nastepujace pojecia: rozmaitos$¢ rézniczkowa orientowalna,
wiazka wektorowa, wiazka styczna, homologia/kohomologia symplicjalna i singu-
larna, cup product, pushforward, pullback na kohomologii, dualnos$¢ Poincarego,
klasa fundamentalna rozmaitosci. Mozna skorzysta¢ np. z [Ha].

Planowana data: ???, wykladowca: ???

e Wyklad 3. Kobordyzmy i klasy charakterystyczne - (rozdzialy 1.1-1.5)
Wprowadzimy klasy charakterystyczne Cherna i Pontriagina wigzek wektorowych
- aksjomatycznie jak w rozdziale 1.2 - postugujac sie przy tym ksigzka Milnora
i Stascheffa. Nalezy oméwic obliczenie klas rzutowej przestrzeni kwaternionowej z
twierdzenia Hirzebrucha ze strony 5, a takze dowody twierdzenia Borela-Hirzebrucha
ze strony 10 i 12 (prosze omoéwic zasade rozkltadu wigzki na sume liniowych z
rozdzialu 4.4 - bez dowodu). Wyktad powinien rozpocza¢ sie od bardzo zwieztego
wprowadzenia pierscienia kobordyzméw €5 Q".
Planowana data: ???, wykladowca: ???

e Wyklad 4. Genus i ciagi multyplikatywne - (rozdzialy 1.6-1.8)
Najwazniejsze w tym wykladzie to: definicja homomorfizmu zespolonego genusu
(ze strony 17) oraz prowadzace do niej lematy oparte na rachunkach na szeregach
formalnych. Szczegdlna uwage prosze zwrdci¢ na przykltady ze stron: 16, 17 i 20.
Nalezy omoéwi¢ dowody lematéw ze stron: 14, 161 19.

Planowana data: ???, wykladowca: ???
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e Wyklady 5-6. Crash-course z form modularnych. Konstrukcja genusu zepolonego
funkcji - (rozdzialy 2.1-2.4)
Zdefiniowac i poda¢ przyktady form modularnych i podgrup kongruencyjnych (np.
na podstawie ksiazki [DS] lub [H1, Appendix 1]). Opowiedzie¢ o theta-szeregach
i formach Eisensteina, pierscieniu funkcji eliptycznych, funkcji p-Weierstrassa i
ich zwigzkach z krzywymi eliptycznymi. Nastepnie nalezy przeprowadzi¢ dowdd
twierdzenia ze strony 26. Jezeli pozostanie czasu, zakonczymy krétkim omoéwie-
niem formy dtugosci tuku lemniskaty Fagnano z rozdziatu 2.3, i wzoru na do-
dawanie z 2.4.
Planowana data: ???, wykladowca: ???

e Wyklad 7. Grupy formalne i uniwersalny genus eliptyczny - (rozdziaty 3.1,
3.2 i takze 4.1, 4.2)
Po wprowadzeniu grupy formalnej zwigzanej z wartoscia genusu na sumie klas
kohomologii (lemat ze strony 37), nalezy dowie$¢ stwierdzenia ze str. 39 i trzy
wynikajace z niego wnioski. Kluczowa role w tym rozdziale i w 4.1 pelnig hiper-
powierzchnie Milnora H;;. Wyktadowca powinien naszkicowa¢ dowody twierdzen
Borela-Hirzebrucha i Thoma z rozdziatu 4.1 oraz wniosku, ktéry méwi, ze P? i
H, 541, dla k > 1, stanowig cigg bazowy. Na zakonczenie prosze przeprowadzi¢
dowdd algebraicznego stwierdzenia ze strony 46 z rozdziatu 4.2.
Planowana data: ???, wykladowca: ???

e Wyklad 8. Wlasnosci multyplikatywnosci genuséw na wiazkach widknistych -
(rozdzialy 4.3-4.6)
Rozpocza¢ od omoéwienia zasady rozkladu wiazek (zastosowanie ciagu spektral-
nego Leray’a). Nastepnie nalezy wprowadzi¢ genusy dokltadnie mutyplikatywne i
przeprowadzi¢ dowdd Twierdzenia ze strony 51 oraz Wniosku z tego twierdzenia.
W drugiej czesci wyktadu skoncentrujemy sie na Propositions ze strony 52, Corol-
lary oraz Example ze strony 55. wlasnosci multyplikatywnosci L-genusu i genusu
eliptycznego. Nalezy przedyskutowac¢ dowody Propositions ze strony 52, Corollary
oraz Example ze str. 55.
Planowana data: ???, wykladowca: ???

e Wyklad 9. Twierdzenie o Indeksie - (rozdzialy 5.1-5.5)
To powinien by¢ wyktad o twierdzeniu o indeksie Atiyah-Singera dostepny dla
wszystkich. Prosze nie omawia¢ dowodu tego twierdzenia, ale skoncentrowaé
sie na przyktadach zastosowan dla kompleksu de Rhama, kompleksu Dolbeaut i
wzoréw na sygnature rozmaitosci.
Planowana data: ???, wykladowca: ???

e Wyklad 10. G-twierdzenie o Indeksie - (rozdzialy 5.6-5.8)
Na poczatek omawiamy niezmiennicza wersje twierdzenia o indeksie, nastepnie
zastosowania dla dziatari G = S' z izolowanymi punktami statymi.
Planowana data: ???, wykladowca: ???
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e Wyklad 11. Niezmiennicze sygnatury i formy modularne - (rozdziatly 6.1-6.2)
Ostatnie trzy wyktady stanowig kulminacje naszego seminarium w tym semestrze.
Wprowadzamy (za E.Wittenem) sygnature rozmaitosci wzgledem wiazek liniowych
i wzgledem przestrzeni wolnych petli. Przeprowadzi¢ dowody Twierdzenia ze
strony 75, Wniosku z 76 i Twierdzenia ze strony 77. Nalezy omdéwi¢ przyktady
genusow eliptycznych ze stron 78-80, ktdre dajg formy modularne wzgledem grup
Heckego poziomu 2. Zakoniczy¢ definicja skreconego A-genusa i przykladem dla
sfery S2¢ ze strony 81.

Planowana data: ???, wykladowca: ???

e Wyklad 12. Genus Wittena - (rozdzial 6.3)
Dowies$¢ twierdzenia Zagiera (Propositions - ze stron 83 i 85) oraz oméwi¢ dwa
bardzo wazne przyktady: jeden o pewnej rozmaitsci 24-wymiarowej, na ktorej
dziata gtadko grupa Monster, i drugi o catkowitych przecieciach - strony 86-88.
Planowana data: ???, wykladowca: ???

e Wyklad 13. Sfery egzotyczne (rozdzialy 6.4 i 6.5)

Ten wyktad poswiecamy omdéwieniu wtasnosci i konstrukeji rozmaitosci Milnora-
Kerveire’a [KM], ktorych sygnatura wyraza sie za pomoca wartosci funkcji zeta
Riemanna (doktadniej - licznika podzielonych liczb Bernoulliego). Opis konstrukeji
tych rozmaitosci zostanie rozszerzony o material z artykutéw EHirzebrucha [H2]
i W.Liicka [L]. Rozmaitoé¢ V41 generuje grupe bP,; klas dyfeomorfizméw sfer
egzotycznych, ktdre sa brzegami paralelizowalnych rozmaitésci orientowalnych,
zwartych. Hipotetycznie rzecz ujmujac, klasy algebraicznego kobordyzmu roz-
maitosci V#*~! daja nietrywialne elementy torsyjne w grupach K-teorii piericienia
liczb catkowitych, ktére generuja. Istnienie takich generatoréw przewiduje klasy-
czna hipoteza teorii liczb - hipoteza Iwasawy o grupach klas ciat cyklotomicznych,
patrz [G].

Planowana data: ???, wykladowca: ???
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