CIALA SKONnCZONE

PASJONACI MATEMATYKI

PRZYPOMNIENIE

Reszta kwadratowa: 2 = 32 (mod 7).
;%1 niezerowych reszt kwadratowych i ;%1 reszt kwadratowych)

Definicja 1.

. » Pla,

(—) =1{1, pta,ajestreszta kwadratowa,

p —1, a jest nieresztg kwadratowa.

Fakt 2.
(E) = (mod p).
p

Wnhniosek 3.

-

Twierdzenie 4 (prawo wzajemnosci reszt kwadratowych). p,q €P, p,g > 2 =

(2 (8)-co+

orag (_71) = (—1)%, (%) = (—1)p2T71.

Przyklad 5.
(-2} (7)™ o (F)eron ()
Motywacje:

e rozwiazywanie rownan w liczbach catkowitych,
e badanie liczb pierwszych: np. istnieje niesk. wiele liczb pierwszych p =1
(mod 8).
Zadanie: Wykaz, ze wielomian (x? — 2)(x? — 3)(x? — 6) ma pierwiastek modulo
dowolna liczba pierwsza, ale nie ma pierwiastka catkowitego.



2 PASJONACI MATEMATYKI

CIALA SKONCZONE

Cialo — zbiér z dzialaniami dodawania, odejmowania, mnozenia i dzielenia (przez
niezerowe elementy). Przyklady: R, Q, C, F, = {0,1} (gdzie 1+1=0,0-1=0,
1-1=1).

Pytanie: dla jakich n istnieje ciato n-elementowe?

Motywacja: kryptografia, teoria liczb.

Przyklad: Z/n :={0,1,...,n—1} — reszty z dzielenia przez n z dzialaniami dodawa-
nia i mnozenia mod n.

Z/n jest cialem wtw. gdy n jest liczba pierwsza. Istotnie, jezelin = n;-n, ton;-n, =0
(mod n), zatem n, oraz n, nie majg odwrotnosci. Dla n = p kazda niezerowa reszta
ma odwrotnos$¢ mod p.

Dlatego piszemy: F, := Z/p.

Fakt 6. Jezeli istnieje ciato n-elementowe, to n jest potegq liczby pierwszej.
Dowdd. Cwiczenie. O

Pytanie: Jak skonstruowa¢é ciata p*-elementowe?
Pomyst: Q ~ Q(v2)={a++v2:a,b e Q}.
o Fo=T,[v2]={a+bv2:a,beTF,},
e F,[v2]={a+bv2:a,b €TF,} - nie jest ciatem, bo (3 —v2)-(3++v2) =
9—2=0 (mod 7).
Stad: F,. = F,[+/c], gdzie c jest niereszta kwadratowq

Pytanie: Jak skonstruowac ciato 4 elementowe?
Pomyst: {a + by :a,b € F,} ={0,1,7,1+ v}, gdzie y* + y + 1 = 0. Jak dodawa¢
elementy? Tabelka mnozenia: y-(y +1)=y*+y=1v*=y+ 1, (y +1)*=7.

Twierdzenie 7. Ciato p*-elementowe jest postaci:
Flrl={ap+a;y+...+ a_v¥iag,..., a0 € F,},
gdzie vy spetnia réwnanie:
by+...+b,y+by=0,
zas P(x) := by x*+...+b;x + b, € IF,[x] - nierozktadalny.

(mp. P(x)=x?—2=(x—3)-(x +3) €F,[x].
Pytanie: jak udowodni¢, ze istnieje wielomian nierozktadalny stopnia n dla kazdego n?

Fakt 8. Jezeli a,b € F,. to (a + b)? = a” + bP.

Stwierdzenie 9. Jezeli a € Fo to o’ = a.
Przyklad 10. W F,:
A+ =y*=1+r.

Dowdd. NiechF,\{0} = {ay,..., a4} Wtedy {a-ay,..., - ap 1} ={ay,..., a1},
zatem:
aal '...'aapk_l :al'...'apk_l,

czyli a?~1 = 0. O



CIALA SKOnCZONE 3

Uwaga 11. Inny opis ciata p*-elementowego:
Fo:= {aeﬁp : apk—a=0}
(Fp to pewien dugy zbior, w ktorym kazdy wielomian ma pierwiastek).
Twierdzenie 12. Istnieje element g (generator ciata) taki, ze F,\{0} = {g°, g",..., g” 2}

Przyktad 13. 1+ 7 jest generatorem wF,: 1,1+7,(1+7y)*=1+2y+y*=7.
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