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Zadania podstawowe

1. Rozstrzygnij, czy F5[v], gdzie v spetnia podane réwnanie, jest cialem.
(@) ¥ +37y* +4y+4=0, () ¥ +3y*+2y+4=0, () ¥+2y+1=0.
(b) ¥ +342+3=0, (d) ¥ +v+1=0,

2. W ciele Fy = F3[v], gdzie v spetnia 4?2 + 2y + 2 = 0, oblicz (tzn. przedstaw w postaci a + by, a,b € F3):

(@) 2v+1)-(v+2), () 2y+1)/(v+1), (e) (v+1)?
(b) (y+2)-(v+1), (d) v/(2y+1), f) (v+2)°.
3. W ciele Fy; = F3[y], gdzie v spelnia v* + 2y + 1 = 0, oblicz (tzn. przedstaw w postaci a + by + ¢,
a,b,c € F3):
(@) (2*+1)-(v+2), () @y+1)/(v+1), (e) (v+ 1),
(b) (*+2)-(v+1), (d) v/(2y+1), () (v+2)*.

4. Niech Fy = F3[v], gdzie 72 +2v+2 = 0. Wykaz, ze v jest generatorem, tzn. ze Fo \ {0} = {1,7,7%,...,7"}.

5. Element s € F,» nazywamy pierwiastkiem (pierwotnym) z jedynki stopnia m, jezeli s™ = 1 oraz s* # 1
dla0 <k <m.

(a) Znajdz pierwiastki pierwotne z jedynki stopnia 4 w Fg = F3[], gdzie v* + 2y + 2 = 0.
(b) Wykaz, ze F,» zawiera pierwiastki (pierwotne) z jedynki stopnia m wtw. gdy m|p" — 1.
6. (a) Rozwigz w Fy = F3[v], gdzie v* + 2y + 2 = 0, rtéwnanie 2* = 7.
(b) Wykaz, ze dla dowolnego a € F,» réwnanie 2 = a ma dokfadnie jedno rozwigzanie w ciele F .

(Wskazowka: wykaz, ze funkcja x — xP jest réznowartosciowa. Co mozna powiedziec o funkcji réznowar-
tosciowej f : X — X, gdzie | X| < 00?)

7. Wykaz, ze ciala Fg = F3[y], gdzie v* + 2y + 2 = 0 oraz F, = F3[y], gdzie (/) + 7' + 2 = 0, sg "takie
same”. (Wskazéwka: jakie pierwiastki ma wielomian x* + x + 2 w ciele Fy? Znajdz pierwiastek postaci a + by)

8. Niech Fy = F3[v], gdzie v* + 2y + 2 = 0. Sprawdz, ze mnozenie przez v “przestawia” niezerowe ele-
menty Fy. Z czego to wynika?

9. Wykaz, ze ciala F,[,/ci] oraz [F,[,/c;], gdzie ¢;,c; € F, sg dowolnymi nieresztami kwadratowymi, sg
“takie same”.

(Wskazéwka: wykaz, ze ¢; = a? - c3 dla pewnego a € F,)
Zadania bardziej zaawansowane

1. Charakterystyka ciala nazwiemy najmniejsza liczbe n > 1takg, ze 1 + 14 ...+ 1 =0.

n

(a) Znajdz charakterystyke ciata [,
(b) Wykaz, ze charakterystyka dowolnego ciata skoriczonego jest liczba pierwsza.
(c) Wykaz, ze jezeli istnieje cialo n-elementowe, to n jest potega liczby pierwszej.

(Wskazowka: skorzystaj z tw. Cauchy’ego — jezeli & jest "tadnym” dzialaniem na zbiorze n-elementowym X,
0 jest elementem neutralnym @, oraz q € P, q|n, to istniejex € X, x # Otakizex x G x® ...z =0.)
q

2. (a) Wykaz, ze F,n C Fym wiw. gdy n|m.



W

8.

(Wskazéwka: skorzystaj z tego, ze Fpn = {a : o = a})

(b) Wykaz, ze Fo CFa CFp CFp C L.

(c) NiechF, :=Fu UF 2 UF 2 UF, e U. ... Wykaz, Ze IF, jest (nieskoriczonym) cialem oraz ze dowolny
wielomian f € F,[z] ma pierwiastek w [,,.

(a) Rozl6z 2 — x € Fs3[z] na czynniki nierozkladalne. Sprawdz bezposrednio, ze wielomian ten jest

iloczynem wszystkich nierozktadalnych wielomianéw stopnia 1 oraz 2 o najwyzszym wspétczyn-
niku réwnym 1.

(b) Wykaz, ze 27" — x € F,[z] jest iloczynem wszystkich wielomianéw nierozktadalnych f € F,[z] o
najwyzszym wspoétczynniku n oraz takich, ze deg f|n.

Wskazéwka: skorzystaj z nastepujgcego faktu — jezeli f € F[x] jest wielomianem nierozkltadalnym, a € Fpn
jego pierwiastkiem, zas g € F,[x] spetnia g(a) = 0, to f|g.

. Oblicz Z(t) := [Ip(1 — t9°& ")~ gdzie iloczyn ten przebiega wszystkie wielomiany nierozkladalne P €

IF,[t] o wspétczynniku przy najwyzszej potedze réwnym 1. Jest to tzw. funkcja dzeta ciala skoriczonego.
(Wskazowka: rozwini czynniki w szeregi geometryczne)

(a) Wykaz, zejezelivy € F . jest pierwiastkiem wielomianu a? —z—a € F,[z], toy+1,7+2,...,v+(p—1)
réwniez sg pierwiastkami tego wielomianu.
(b) Wykaz, ze wielomian 2” — x — a € [, [z] jest nierozkladalny.

(c) Wykaz, ze jezeli wielomian 2#" — z — a jest nierozkladalny dlaa € Fj,,ton =1lubn =p = 2.

. Niech p # ¢ beda liczbami pierwszymi. Wykaz, ze wielomian 1 + z + ... + 297! rozklada sie modulo p

na (¢ — 1)/ f czynnikéw stopnia f, gdzie f := ord,(p) (tzn. f = min{n : p" =1 (mod ¢)}).

(Wsk. zr6b zadanie o pierwiastkach z jedynki. Jakie jest najmniejsze n takie, Ze q-ty pierwiastek z jedynki nalezy
doF,n?)

Celem zadania jest dow6d prawa wzajemnosci reszt kwadratowych. Niech p # ¢ bedg liczbami pierw-
szymi. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze 4|q — 1. Chcemy wéwczas pokazaé, ze ¢ jest resztag kwadratowa
mod p wtw. gdy p jest resztg kwadratowg mod ¢. Rozwazmy wielomian Gaussa:

9q(@) := Zé (Z) 2 € F,[z].

(a) Wykaz, ze gy(w)” = (2) - gq(w)-
b) Wykaz, ze jezeli w € F,. jest pierwiastkiem pierwotnym stopnia ¢, to g,(w)? = q.
y ] pm JeStP p y P q
(Wsk. mozesz skorzystac z réwnosci Y0_4 (@) =0dlat #0)

(c) Wykaz, ze q jest reszta kwadratowa mod p wtw. gdy g,(w) € F, wtw. p jest resztg kwadratowg
mod q.

(Wsk. dla g € Fypn mamy g € F, wtw. gdy g* = g)
Niech (£},), bedzie ciaggiem Fibonacciego, tzn.
Fo=0,F =1 Fyp=F,+ Fpi.
Okresem (F,,), modulo p nazywamy najmniejszg liczbe > 0 taka, ze F,, = F,,1, (mod p)V,,>o.

(a) Znajdz okres ciagu Fibonacciego modulo 7.
(b) Skad wiadomo, ze dla kazdego p ciag ten posiada okres?

c) Wykaz, ze okres ciaggu Fibonacciego dzieli p? — 1 oraz ze dlap = +1 (mod 5) okres ten dzieli p — 1.
y E2) &
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Wskazéwka: skorzystaj ze wzoru Bineta: F,, = £=5 ¢dzie A oraz B sq pierwiastkami réwnania z* — x —

1 = 0. Przejdz do ciala skoriczonego, w ktérym to réwnanie ma rozwigzanie.



