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Grupy

1.

AT R

Czy nastepujacy zbidr jest grupa z podanym dziataniem? Czy jest to grupa abelowa?

(a) G=Q axb=3(a+b),

(b) G=N,axb:=a,

(c) G=Ryg,axb:=+a-b,

(d) G = {5*: k € Z} wraz z dziataniem dodawania,

(e) G ={f:R — R} z dzialaniem skladania funkji,

(f) G =1Z[3] == {3 : a,k € Z} z dzialaniem dodawania,
(g) G ={5":k € Z} wraz z dziataniem mnozenia,

(h

) G =(1,00) zdzialaniem a x b := ab—a — b+ 2,
(i) G={f:R—>R|f(z) =ar+, gdziea,b € R,a # 0} z dziatlaniem sktadania funkgji,
) G

(j Q(v2) \ {0}, gdzie Q(v/2) := {a + bv/2 : a,b € Q} z dzialaniem mnozZenia.
Wykaz, ze (ab)~! = b~'a~! dla dowolnych elementéw grupy a,b € G.
Niech G bedzie grupg. Udowodnij, ze réwnosé (ab)? = a*-b* Y, peq zachodzi wiw. gdy G jest abelowa.
Niech G bedzie grupa, zas g, h € G. Wykaz, ze jezeli (ghg™ )" = e, to h" = e.

Wyznacz elementy grupy izometrii kwadratu. Wskaz element neutralny i elementy odwrotne do wszyst-
kich elementéw.

6. Wyznacz elementy grupy izometrii szeScianu.

Wykaz, ze jezeli p jest liczbg pierwszg, to p|(p — 1)! + 1.

(Wskazowka: rozwaz grupe G = ®(p). W iloczynie [],c g dobierz elementy w pary. Jakie dwa elementy sg
odwrotne do samych siebie?)

Rzad elementu, generator

1.

N

®

Wyznacz rzedy elementéw w ponizszych grupach. Czy podana grupa jest cykliczna?
(a) Z/2 x Z/2, (c) Z/4, (e) Z/2 x Z/4, (g) Z/6 (i) Z/20
(b) (8), (d) @(10), (f) @(15), (h) (9), () (25).

(a) Wykaz, ze jezeli NW D(a,n) = 1 to a*™ =1 (mod n), gdzie
en)=#{1<a<n: NWD(a,n)=1}.
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(b) Oblicz reszte z dzielenia przez 12.

(a) Ile generatoréw jest w grupie ®(11)?
(b) Wykaz, ze w grupie ®(p) jest ¢(p — 1) generatoréw dla dowolnej liczby pierwszej p.

. Zalézmy, ze s jest liczbg pierwsza oraz ze 2° — 1 ma przynajmniej trzy rézne dzielniki pierwsze p, ¢, r.

Wykaz, ze liczby 2771 — 1, 2771 — 1,271 — 1 s podzielne przez pqr.

. Wykaz, ze jezeli p jest liczbg pierwszg oraz p — 1 1 k, to p|1F + 2% + ... + (p — 1)*.

. Udowodnij, ze jesli p jest liczba pierwsza, to liczba p” — 1 posiada dzielnik pierwszy, ktéry daje reszte 1

z dzielenia przez p.



7. Wykaz, ze kazdy dzielnik pierwszy liczby 22" + 1 jest postaci 2"k + 1 dla pewnego k € Z.

8. (a) Wykaz, ze jezeli kazdy element grupy oprécz elementu neutralnego ma rzad 2, to jej rzad jest
potega dwajki.

(b) Na konferencji matematykéw kazdy z uczestnikow ma pewna ilo$¢ znajomych (jesli a zna b to
b zna a). Na wspélny obiad zastawiono dwa duze stoly. Kazdy z matematykéw domaga sie, by
spozywat positek przy jednym stole z parzysta liczba swoich znajomych. Na szczescie udato sie
rozmie$ci¢ matematykow wedle ich Zyczenia. Pokazaé, ze iloé¢ mozliwych rozmieszczeri matema-
tykow jest potega dwojki.

(Wskazoéwka: rozwaz grupe nakazoéw, tzn. ciggéw n liczb ay, . . ., a,, takich, ze a; = 0, jesli i-ty matematyk
ma zostaé przy swoim stole, zas a; = 1 gdy ten ma przenies¢ sig do drugiego stotu)

Podgrupy
1. Znajdz wszystkie podgrupy grupy:

(a) Z/5, (b) Z/8, (c) Z/12, (d) ©(8), (e) ©(5).
2. Wykaz, zejezelin, + ...+ n, <n,tony!-...-nlnl
(Wskazowka: S, x ... x Sy, jest podgrupg S,,)
3. Dana jest rodzina R podzbioréw zbioru {1, ..., n} taka, ze |R| > 2"~ ! oraz ze jeSli A i B nalezg do R, to

AU B1iA\ Browniez. Wykaz, ze dowolny podzbiér zbioru {1,...,n} nalezy do R.
(Wskazoéwka: rozwaz dzialanie réznicy symetrycznej: A+ B := (A\ B) U (B \ A))

4. (a) Sprawdz, ze {n+2mm : n,m € Z} z dzialaniem dodawania jest podgrupg R. Czy jest to podgrupa
cykliczna?
(b) Wykaz, ze istnieje n € Z takie, ze 1,20252025 < sinn < 1,20252026.
5. (a) Sprawdz, ze {n — m - log,5 : n,m € Z} z dzialaniem dodawania jest podgrupa R. Czy jest to
podgrupa cykliczna?
(b) Wykaz, ze nieskoriczenie wiele poteg dwdjki zaczyna sie od cyfry 7.
(Wskazowka: Nalezy pokazac, Ze istniejg n, m takie, Ze 2" /10™ € [7,8).)
6. (a) Sprawdz, ze {nv2+m+/3 : n,m € Z} z dziataniem dodawania jest podgrupa R. Czy jest to pod-
grupa cykliczna?

(b) Wykaz, ze jezeli funkcja f jest ciagla oraz jest zar6wno v/2-okresowa, jak i v/3-okresowa, to jest
funkcjq stata.

Dzialania grup na zbiorach

1. Okreél liczbe sposobéw, na jakie mozna pokolorowa¢ wierzchotki kwadratu dwoma kolorami. Dwa
sposoby uznajemy za réwnowazne, gdy sa takie same po obréceniu i/lub odbiciu kwadratu.

2. Okreél liczbe sposobéw, na jakie mozna pokolorowaé krawedzie kwadratu szeScioma kolorami. Dwa
sposoby uznajemy za réwnowazne, gdy sa takie same po obréceniu i/lub odbiciu kwadratu.

3. Kroimy ciasto na 6 identycznych kawatkéw. Na ile sposobé6w mozemy pokolorowaé kazdy kawatek
jednym z n koloréw? Dwa sposoby uznajemy za réwnowazne, gdy sa takie same po obréceniu ciasta.

4. Oblicz liczbe pokolorowar Scian szeScianu k kolorami. Dwa sposoby uznajemy za réwnowazne, gdy sg
takie same po pewnym obrocie szeScianu.

5. Znajdz liczbe réznych gratéw na 5 wierzchotkach.



