KONGRUENCJE

PASJONACI MATEMATYKI

Y,3,=,<,V,A.

1. DEFINICJE I PRZYKLADY

Przypomnienie: a daje reszte r przy dzieleniu przez n, jezeli a = qn + r, gdzie
re{0,1,...,n—1},q € Z.

Definicja 1.1. Méwimy, ze a = b (mod n), jezeli n|a— b (rownowaznie jezeli a oraz
b daja ta sama reszte przy dzieleniu przez n).

Fakt 1.2. Kongruencje o tym samym module mozna dodawac, odejmowac i mnogy<¢
stronami.

Przyklady:
e jaka reszte daje 2'°! przy dzieleniu przez 5?
21=222=4,22=8=3,2*=1 (mod5).

Zatem 2!%' = (29)*.2=1-2=2 (mod 5).
e Liczba dzieli sie przez 9 wtw. gdy jej suma cyfr dzieli si¢ przez 9:
Mamy 10 =1 (mod 9), zatem:

n=ny+10n, +...+10-n, =ny+1-n,+1-n,+...+1-n, (mod 9).

Fakt 1.3. Niech a,n € Z. Wtedy istnieje b € Z takie, ze a-b =1 (mod n) (odwrotnos¢
multyplikatywna) wtw. gdy a-b =1 (mod n).

Twierdzenie 1.4 (Mate Twierdzenie Fermata). p €P, pfa = a’ ' =1 (mod p).
Whniosek 1.5. pe P, a € Z = a’ = a (mod p).

Definicja 1.6. Z/n :={0,1,...,n—1} z dzialaniami dodawania i mnozenia modulo n.
Fakt 1.7. Jezelip € P, a- b =0 (mod p), to a =0 (mod p) lub b =0 (mod p).
Przyklad 1.8. 2-3 =0 (mod 6), ale 2,3 0 (mod 6).

Twierdzenie 1.9. Dla kazdej liczby pierwszej p istnieje g € Z/p (generator modulo p)
takie, ge:

z/p={0yu{g’ g"....g" "}
Przyklad 1.10. Z/5 = {2° (mod 5),2 (mod 5),2% (mod 5), 23 (mod 5),2* (mod 5)}

Problem otwarty: czy 2 jest generatorem mod p dla nieskonczenie wielu p € P?
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2. RESZTY KWADRATOWE
Niech:
F,[x] = wielomiany o wspétczynnikach z F, = {a, + a;x +... + a,x" : a; €F,}.

Uwaga: czy f(x) := xP —x = 0? Z jednej strony, dla kazdego a € F, mamy f (a) = 0.

Z drugiej strony — f ma niezerowe wspotczynniki! Ale wielomian to wyrazenie

formalne - z definicji jest réwny zero tylko wtedy, gdy wszystkie wspétczynniki ma

zerowe. Nie myli¢ z funkcjg wielomianowa!

Okazuje si¢, ze wielomian stopnia n nad IF, ma maksymalnie n pierwiastkéw. Przyktad:
xP—x=x-(x—1)-...-(x—(p—1)) (mod p).

(mp. x>*—x =x-(x—1)-(x—2) (mod 3)). Jak i po co rozwiazywa¢ réwnania
wielomianowe modulo p?

Po co: jezeli chcemy pokaza¢, ze réwnanie nie ma rozwiazania catkowitego, wystar-
czy pokazad, ze nie ma rozwiazania modulo p!

Réwnanie liniowe: ax + b =0 (mod p) wtw. gdy x =—a ' - b (mod p).
Rownanie kwadratowe: ktdre elementy I, sg kwadratami?

Definicja 2.1. a jest reszta kwadratowa mod p wtw. gdy a = b? (mod p) dla
pewnego b.

Przyklad 2.2. Reszty kwadratowe modulo 7: {0,1% 22,32 4% 5% 6%} = {0,1,2,4}
(mod 7).

Fakt 2.3. Dla p € P, p > 2, istnieje p%l niezerowych reszt kwadratowych i 1%1 niereszt
kwadratowych.

Dowdd. Reszty kwadratowe:
—1
(1225, (-1 = (12,258, (55=)} (mod p).

Istotnie: a®? = b? (mod p) wtw gdy a = £b (mod p). O

Whniosek 2.4. Jezeli g jest generatorem, to niezerowe reszty kwadratowe to {g" : 2|n},
zas niereszty kwadratowe to {g" : 21 n}.

Dowdd. Liczby {g":n=0,2,4,...,p— 1} musza by¢ wszystkimi resztami kwadra-
towymi. Zatem pozostale to niereszty! U

Przyklad 2.5. 3 — generator mod 7: 1,3* = 2,3* = 4 — kwadraty.
Definicja 2.6.

, Pla,
(—) =1{1, pta,ajestreszta kwadratowa,
—1, a jest nieresztag kwadratowa.

Fakt 2.7.
(E) =47 (mod p).
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Dowdéd. Zauwazmy, ze (a%)2 =1 (mod p), zatem a'T =41 (mod p). Jezelia = b*
-1

—1
jest reszta kwadratowa, to a7 = bP~' =1 (mod p). Zatem wielomian x 7 —1 ma
przynajmniej p%l pierwiastkéw. Wiecej mie¢ nie moze! Niereszty kwadratowe musza

zatem spekiaé a'T =—1 (mod p). 0

@)

Jezeli a, b sq nieresztami kwadratowymi mod p, to a - b jest resztq kwadratowq.

Dowad.
() ()= 0"
— |-l =|=aqz -b2
p p
Twierdzenie 2.9 (prawo wzajemnosci reszt kwadratowych). p,q €P, p,q > 2 =

(£ (2)-cr

orag (_71) = (—1)17_;1, (%) = (—1)1#.
Przyklad 2.10.

(3)-(3) () cne (9) o 3)-»

a-b

(ab)p%1 = (7) (mod p).

g
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