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Podstawowe zadania z kongruencji

1. Wykaz, ze:
a) 5[3%% + 732 4+ 613, d) 7272 4 32+ dla kazdego f) 2011*" = 1 (mod 2"*1) dla
b) 7|2195 _ 4 neN, kazdegon € N.
c) 1331974 4 51974, e) 21|2%" + 5,

2. Zal6zmy, ze liczby ay, as, ..., aso11 € Z s nieparzyste. Znajdz reszte, jakg daje suma ich kwadratéw przy
dzieleniu przez 4.

Udowodnij, ze 0 jest ostatnig cyfrg liczby 53°% — 33%.
Wyznacz 2 ostatnie cyfry liczby 997 — 49%9.

Udowodnij, ze jezeli ostatnig cyfra liczby n jest 5, to dwie ostatnie cyfry liczby n? to 25.

AL

Cechy podzielnosci:

a) Kazda liczba naturalna daje przy dzieleniu przez 3 oraz 9 taka sama reszte, jak jej suma cyfr.

b) Kazda liczba naturalna daje przy dzieleniu przez 11 taka sama reszte, jak suma jej cyfr na pozycjach
nieparzystych (liczac od rzedu jednosci) minus suma cyfr na pozycjach parzystych.

¢) Kazda liczba naturalna daje przy dzieleniu przez 7 taka sama reszte jak liczba, powstala przez
skreslenie jej ostatnie trzech cyfr, a nastepnie przez odjecie od liczby skreélonej tak powstatej liczby.

d) Kazda liczba naturalna daje przy dzieleniu przez 2" taka sama reszte jak liczba zlozona z n jej
ostatnich cyfr.

7. Udowodnij, ze jezeli x € Z, za$ p jest liczba pierwszg, takg ze
2* = 22"+ 3z (mod p)
to co najmniej jedna z liczb =,z — 3, x + 1 dzieli si¢ przez p.
8. Udowodnij, ze dla p # 2,3 zachodzi: 2P~2 + 37=2 + 6*~2 = 1 (mod p).

9. Wykaz, ze dla dowolnej liczby pierwszej p: p|11...1.
p—1

10. Wykaz, ze dla dowolnej liczby pierwszej p oraz a,b € Z: p|a”b — b a.
11. ZADANIE KRYPTOGRAFICZNE.

Wysdlij koledze/kolezance tajng wiadomos$¢ w nastepujacy sposéb:
e przeczytajjego/jej liczby N oraz e,
e wybierz wiadomo$¢ m bedacg liczbg mniejszg od N oraz oblicz ¢ := m® (mod N).
(skorzystaj np. ze strony wolframalpha.com)
Odbiorca odszyfruje wiadomo$¢ za pomocg tajnej liczby d, obliczajac ¢¢ (mod N).

Mozliwe pary (N, e):
(874219, 539421), (925003, 300249), (819517,95969), (616747, 223813), (694151, 94507), (594463, 238933).



Zaawansowane zadania z kongruencji

1.
2.
3.

Wykaz, ze dla dowolnegon > 1: n —n* +n —1 =0 (mod (n — 1)?).
Wykaz, ze liczba p jest pierwsza wtw. gdy (p — 1)! = —1 (mod p).

Niech p > 2 bedzie liczbg pierwszg, ktdra nie jest dzielnikiem zadnej z liczb catkowitych «, b. Liczby
a® 4+ b*ia® + b* dajg reszte 1 z dzielenia przez p. Dowies¢, ze liczba a + b + 2 dzieli si¢ przez p.

. Niech a bedzie liczbg nieparzysta. Wykaz, ze NW D(a*" + 22", a?" 4 22") = 1 dla m # n.

. Ile rozwigzari ma kongruencja 2%" = 2 (mod 101)?

Wskazowka: skorzystaj z nastepujgcego faktu: jezeli r jest najmniejszq liczbg naturalng takg, ze a” = 1 (mod p)
oraz a" =1 (mod p) dla pewnego n, to r|n. Jakie wlasnosci ma funkcja f : Z./101 — Z/101, f(x) = 27?2

. Wykaz, ze (,,71) = (—1)¥ (mod p) dla dowolnej liczby pierwszej p > 2.

k

Wykaz, ze mamy nastepujgce rownosci wielomianéw w F, [z, y|:

St =1, Y (w+itioy = -y
i€F, i,jEF,

Reszty kwadratowe

1.

Oblicz, korzystajgc z prawa wzajemnosci:

(@) (35r): () (&)- (@) ().
(b) (45%)- () (1539)- ) (55):
. Ustal, ktére z ponizszych kongruencji majg rozwigzanie = € Z/p:
(a) 22 =5 (mod 227), (c) 2? = =5 (mod 227), (e) z2 =150 (mod 1009).
(b) 22 =5 (mod 229), (d) 2?2 =7 (mod 1009),

. Wykaz, zedlap € P,p # 2, a,b,c € Z, p { a kongruencja az? + bz + ¢ = 0 (mod p) ma 1 + (b2*4“0)

p
rozwigzan.

. Wykaz, ze jezeli p jest liczbg pierwsza oraz p = z? + 2y, top =5 (mod 8) lub p = 7 (mod B).

=1
p

. Udowodnij, ze ( ) = (—1)172;1. Jezeli 4|p — 1, to ile wynosi “pierwiastek” z —1 modulo p?

(Wskazéwka: (p — 1)! = —1 (mod p))

. Wykaz, ze jezeli p = 4k + 3 jest liczba pierwszg, za$ a jest resztag kwadratowa modulo p, to ”“pierwiast-

kiem” modulo p z a jest a* .

Jakie dzielniki pierwsze posiadajq liczby z ciggu:
(a) n?*+ 20, (b) n? -5, (c) n®+2n—11?

Uwaga: jezeli NW D(a,n) = 1, to istnieje nieskoniczenie wiele liczb pierwszych p = a (mod n).

. Wykaz, ze jezelip € P, p { a, n € N, to kongruencja z? = a (mod p") ma rozwigzanie wtedy i tylko

wtedy, gdy (%) = 1. Udowodnij, ze w tym przypadku istniejg doktadnie dwa rozwigzania 0 < x < p™.

(Wskazowka: zatozmy, ze x2 = a (mod p"). Sprobuj znalez¢ y takie, Ze x 41 == ., +y - " spetnia z2,, = a
(mod p"*1)).

. Niechp € P, p # 2.

(a) Znajdz (%) + (%) +...+ (@>



10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

(b) Niecha,b € Z, p{a.Znajdz (‘%b) + (%be) +...+ (M)

P
Znajdz wszystkie liczby pierwsze p dla ktérych kongruencja 2? +y* = 0 (mod p) ma rozwigzanie z,y €
Z,pta,y.

Wykaz, ze jezeli p jest liczba pierwszg oraz p|n* —n? +1,top =1 (mod 12).

Niechp € P, p # 2. Funkcja f : Z/p\ {0} — {—1,1} spelnia f(a-b) = f(a)- f(b). Wykaz, ze f jest funkcja
stalg, albo f(a) = (%) dla kazdego a € Z \ pZ.

Wykaz, ze jedli a jest liczbg catkowita r6zng od zera, p, g liczbami pierwszymi nieparzystymi niedzielg-
cymi a oraz p = ¢ (mod 4|al), to ( ) = (9)

a
p q

S (j-(j+1>> _
=1 p ‘

Wskazéwka: zapisz j - (7 + 1) = j*- (1 + 1/7).

(b) Udowodnij, zejezelip € P,p > 7, toistniejg a oraz b takie, ze a oraz a+1 sg resztami kwadratowymi,
za$ b oraz b + 1 sa nieresztami kwadratowymi.

(a) Udowodnij, ze jezeli p € P, p # 2 to:

Ile rozwigzan ma kongruencja 22 = 1 (mod pq) dla liczb pierwszych p # ¢?
Wskazowka: skorzystaj z Chitiskiego Twierdzenia o Resztach.
Niech p € P\ {2}; udowodnij, ze:

(a) pl|2?—2=p=1 (mod8) 1lub p=7 (mod3y),
(b) p|2*+2=p=1 (mod8) Ilub p=3 (mod3,),
(¢) plz*+1=p=1 (mod 8).

Korzystajac z wykazanych faktéw, wykaz, Ze istnieje nieskoriczenie wiele liczb pierwszych postaci 8n +
1,8n+3,8n+5,8n + 7.

(Wskazéwka: jezeli p, ..., pn bylyby wszystkimi takimi liczbami, to przyjmij x := p;y - ... - p, i skorzystaj z
powyzszych faktow)

Wykaz, ze jezeli p = 22" + 1 jest liczbg pierwszg, to 3 jest generatorem modulo p.

Wskazowka: skorzystaj z nastepujgcego faktu: jezeli r jest najmniejszq liczbg naturalng takg, ze a” = 1 (mod p)
oraz a™ =1 (mod p) dla pewnego n, to r|n.

Wykaz, ze jezeli a jest resztg kwadratowa dla wszystkich p € P, to a jest kwadratem liczby naturalnej.

Wskazéwka: jezeli NW D(a,n) = 1, to istnieje nieskoniczenie wiele liczb pierwszych p = a (mod n).



