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Mnozenie macierzy i inne podstawowe operacje

1. Oblicz iloczyn macierzy:

(2 1 4 0 Ve
@ a=[% 3" 5 9 B=1% 3 —4]
0 -2
(3 —2 1 1 4 0 2
by A=|-4 0 2|,B=|3 -2 -3 1
1 -3 0 -4 2 —1
i 7 1 4 0 2
(@ A=12% o|.B=[3" % % 1|
3 4
T3 —1
_ =2 3 1 0
(d) A= -4 i]/B—[zL RN

2. Wykaz, ze dtugos¢ wektora v = [ﬁ (tzn. wektora faczacego punkty (0,0,0) oraz (z,y, z)) wynosi Vo™ - v.

(Wskazéwka: jakie wymiary ma macierz vT - v? Co moze oznaczaé pierwiastek z takiej macierzy? Jezeli masz problem, zréb

to samo dla v = m )

3. Rozwazmy zbiér macierzy:

a

C ::{(z _b) ca,be R}

(a) Wykaz, ze kazda macierz A € C mozna zapisaé¢ w postaci aly + bJ, gdzie J = ((1) _01)

(b) Oblicz J2.
(c) Oblicz iloczyn macierzy: (Cbl _ab) : (fl _cd)
(d) Przypomnij sobie, czym sa liczby zespolone. W jaki sposéb zdefiniowac je za pomocg zbioru C?

4. Niech dla dowolnego « € [0°,360°):

A .= (cosa —sin «
@ T A\sIin o cosa /-

(a) Oblicz det A,,.
(b) Wykaz, ze Ay g = An - Ap.
(c) Narysuj Ayso w oraz Ayso m Nastepnie, zastanéw sie¢ jak narysowac A, [(1)} iAy [(ﬂ Jak zinterpretowaé
funkcje:
Ja :R2—>R2, ga([g}) = Aa [:I:ﬂ?

5. Dla macierzy A = (CCL g) € M 2(R) okres§lmy funkcje ¢ 4 wzorem ‘lejfs

(a) Wykaz, ze pa(pp(7)) = pap(),

(b) Wykaz, ze ¢4 jest funkcjq statg wtedy i tylko wtedy gdy det A = 0.

(c) Znajdz ¢,, dla dowolnego a € R.

(d) Niech f(x) = 2£b, £(0) # 0. Niech F(z) = f™)(x) (N - ustalona liczba catkowita, n > 3). Udowodnij, ze

cx+d’
jesli F'(0) = 0, to F(x) = x dla wszystkich z, dla ktérych funkcja F jest okreslona.

Wskazowka: niech A = [© 5], an = [0 On] Wykaz, ze cb, = bey oraz bay, + dby = aby + by, dla kazdego

przez indukcje.

6. Macierz incydencji grafu G majacego wierzchotki 1, ..., n to:
ail a9 . A1n
_ %21 G220 ... O2n ~_ [1, G zawiera krawedz miedzy i oraz j,
|+ . i %70, wprzeciwnym wypadku.
anl Aanp2 ... GApp



(a) Wyznacz macierz incydencji A dla grafu:

\ 2
— 3
(b) Oblicz A% oraz A3.

(c) Niech G bedzie dowolnym grafem, zas A jego macierzq incydencji. Wyraz (i, j) w macierzy A® odpowiada liczbie Sciezek
dtugosci d miedzy wierzchotkami i oraz j. — Sprawdz, ze to stwierdzenie zachodzi dla grafu z podpunktu (a)
oraz d € {2,3}, a nastepnie zastanéw sie jak je wykaza¢ (najlepiej indukcyjnie).

(d) (@ (1) , (@) (1

i 1i.j € Mnn(R), to jak zinterpretowa liczbg a; ali- (@), ()7

Wskazéwka: jezeli A? = [a + a;y a2j) o tag, a0,

7. Niech R[z],, oznacza zbiér wielomianéw o wspélczynnikach rzeczywistych stopnia mniejszego od n. Dla wielo-
mianu P(z) = ap + a1 + . .. + ap—12" ' € R[z],, okreslamy jego wektor jako:

al
v(P) = ( : ) :
an—1

Znajdz macierz A € M,(R) taka, ze A - v(P) = v(P’) dla dowolnego P € Rz],.
8. (a) Przeczytaj, czym jest ciagg Fibonacciego i oblicz kilka pierwszych wyrazéw.
(b) Wykaz, ze [Fl@‘“} =A [Ff:}’ gdzie A = H (1)} . Wywnioskuj, ze [FZ@“} = A" [(1)}
(c) Wykaz, ze A" = [Fﬁ#l FF” } Wywnioskuj, ze F,1F,—1 — F? = (-1)", korzystajac z wlasnosci wyznacz-

n n—1
nika.

(d) Znajdz diagonalizacje macierzy A.
(e) Jak z podpunktéw (b) oraz (d) znalezé wzor jawny na F;,?

9. Ciagi ay, b, zadane sg przez warunki poczatkowe ag = 1, by = 1 oraz

Gn4+1 = —Day + 2b,
bn+1 = 6bn — 9an

(a) Oblicz ai, bl, an, bg, as, b3.

(b) Znajdz macierz A € M 2(Z) taka, ze {%Ziﬂ =A {%ﬂ

(c) Znajdz diagonalizacje macierzy A. Korzystajac z tego, znajdZ wzor jawny ciggéw ay, by,.
10. Zat6zmy, ze:

e Prawdopodobienistwo, ze po dniu deszczowym nastapi dziefi deszczowy wynosi ;.

e Prawdopodobieristwo, ze po dniu stonecznym nastapi dzien stoneczny wynosi 3.

Niech

-

4 3

a Znaczmy przez p, prawdopodobienstwo, ze za n dni zie padato, zaktadajac ze dzisiaj jest dzien deszczo-
O y P prawdopodobiens dni bedzie padato, zakladajac ze dzisiaj jest dzierr d
wy. Podobnie oznaczmy przez ¢, prawdopodobienistwo, ze za n dni bedzie stonecznie, zakladajac ze dzisiaj
jest stonecznie. Wykaz, ze

n _ Pn 1—qn
A= [1 — Pn dn }
(Wskazéwka: jezeli masz z tym problem, sprobuj najpierw policzy¢ pa, q2, p3, q3 itd)
(b) Znajdz diagonalizacje macierzy A.

Wskazowka: )
1 1\~ 1 0
A:
(¢ 1) (o -a)l

(c) Wykaz, ze srednio 8/17 dni jest deszczowe, za$ 9/17 — sloneczne.

00O =
|

— =

~_

(Wskazéwka: oblicz lim,, .o, A", korzystajgc z diagonalizacji A.)

8
(d) Jak zinterpretowac fakt, ze {]97} jest wektorem wtasnym dla A?
17



Wyznaczniki, macierze odwrotne

1. Oblicz wyznacznik podanej macierzy:
1 -2 3 -1 2 -1 3 =2 3 -2 1 -4 1 -3 2 -4
-3 4 -1 2 -3 4 -2 1 -1 4 -3 2 -2 4 -1 3
2 =3 4 =2 1 -3 4 -1 2 -3 4 -1 3 =1 4 =2
-1 2 -3 3 -2 3 -4 2

2. Oblicz wyznacznik macierzy n x n:
1

2 3 n
n+1 n+2 n+3 2n
2n+1 2n +2 2n+3 3n
(n—1n+1 (m—1n+2 (n—DLn+3 - n?
3. Sprawdz, ze macierz odwrotna do macierzy
)
c d
dana jest wzorem:
L (d —b
ad — bc (_C a )
4. (a) Wykaz, ze
1 oz 23 !
1 xy a3 aht
2 2 2 l=(my—mx) (w3—21) ... (Tp — Tp_1)
1w, a? an?

(iloczyn sktada sie ze wszystkich czynnikéw postaci z; — x; dla i < j). W razie probleméw, zacznij od
przypadku 3 x 31ub 4 x 4.

(b) Wykaz, korzystajac z (a), ze dla przez dowolne n + 1 punktéw o réznych odcietych przechodzi doktadnie
jeden wielomian stopnia n.

(np. przez dowolne 2 punkty przechodzi dokladnie 1 funkcja liniowa; przez dowolne 3 — doktadnie jedna funkcja kwa-
dratowa...)

5. (a) Znajdz dowolng macierz A € M 2(R) taka, ze A # 0y, ale AF =05 dla pewnej liczby k > 1.
(b) Wykaz, zejezeli A € M, (R) oraz A¥ =0,,to (I, — A) "' =L, + A+...+ AFL.

Wartosci wlasne i diagonalizacja

1. Znajdz wartosci wlasne, wektory wilasne i diagonalizacje podanej macierzy, jezeli istnieje.

(% 4 61 @) (@ )

2. Niech P € R[z] bedzie wielomianem. Wykaz, Zze jezeli A € R jest wartoScig wlasng macierzy A € M, ,(R), to P(\)
jest wartoscig wlasng macierzy P(A).
(Uwaga: jezeli P(z) = ap + a1z + ... + apa™, to P(A) = apl, + a1 A + a2 A% + ... + a, A™)

3. Znajdz wszystkie wektory wlasne dla operatora D : C*°(R) — C*°(R), D(f) = f’ dla dowolnej wartosci wlasnej
A € R. (C*°(R) oznacza tu zbidr funkgji, ktére majg wszystkie pochodne ciggte)

4. Wykaz, ze jezeli A € M,,(Z/p) jest diagonalizowalna i ma wszystkie wartoSci wlasne w Z/p, to AP = A.
5. Niech 0 1

(a) Oblicz AT A.
(b) Znajdz wartosci wlasne A.
(c) Wykaz, zejezeli A € M, (R), AT A = I,,, to wszystkie rzeczywiste wartosci wtasne A sg réwne +1.
6. Niech A1, ..., A\, bedg wartoSciami wtasnymi macierzy A.
(a) Wykaz, zedet A= A1 ... -\,
(Jezeli nie masz innego pomystu, mozesz zatozyc ze A jest dingonalizowalna. )
(b) Wykaz, zetr A=A\ + ...+ A\p.

(tr A to slad macierzy, czyli suma wartodci na przekgtnej. Jezeli nie masz innego pomystu, mozesz zatozyc ze A jest
diagonalizowalna i skorzysta¢ ze wzoru tr(BC) = tr(CB))



