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Rysunek 1: Krzywa y2 = x3−x nad
liczbami rzeczywistymi.

Projekt ten dotyczy krzywych algebraicznych (jednowymiarowych
zbiorów określonych przez równania wielomianowe) oraz ich symetrii.
Współczynniki wielomianów zadających krzywą mogą być np. liczba-
mi rzeczywistymi (patrz Rysunek 1) lub zespolonymi, ale mogą też
np. należeć do Fp dla liczby pierwszej p. Przypomnijmy, że Fp jest
zbiorem reszt z dzielenia przez p z operacjami dodawania i mnożenia
modulo p. Dowolną liczbę całkowitą można zredukować do elementu
Fp (biorąc jej resztę z dzielenia przez p) – przykładowo 102 redukuje
się do 2 ∈ F5. Na odwrót, dowolny element Fp można podnieść to
liczby całkowitej. Można to jednak zrobić na wiele sposobów – przy-
kładowo 2 ∈ F5 podnosi się do liczb 2, 7, 12, 17, . . ..

Rysunek 2: Krzywa y2 = x3−x nad
F1009.

Krzywe określone nad Fp są bardziej „dyskretnym”, skończonym
obiektem (patrz Rysunek 2). Czyni je to szczególnie ważnymi z punk-
tu widzenia kryptografii. Te z nich, które mają wiele symetrii są szcze-
gólnie pożądane, lub też powinny być unikane, w zależności od zasto-
sowania. Podobnie jak powyżej, krzywą o współczynnikach całkowi-
tych można zredukować do krzywej nad Fp, zaś krzywą nad Fp pod-
nieść do krzywej o współczynnikach całkowitych. Jednym z kluczo-
wych zagadnień w tej dziedzinie jest to, kiedy krzywą nad Fp można
podnieść wraz z jej symetriami. Przykładowo, krzywa na Rysunku 2
ma naturalną symetrię, związaną z faktem, że jeżeli (x, y) spełnia
równanie krzywej, to (x,−y) również. Wizualnie odpowiada to pozio-
mej symetrii diagramu krzywej. Rozpatrywana krzywa podnosi się do
krzywej z Rysunku 1 wraz ze wspomnianą symetrią. Słynna hipoteza
Oorta głosi, że każdą symetrię krzywej można podnieść w ten sposób. Hipoteza ta została udowod-
niona w 2014 roku przez Wewersa, Obusa i Popa, ale wciąż pozostaje wiele otwartych problemów.
Przykładowo, wciąż nie jest jasne do jakiego konkretnie zbioru można podnieść krzywą. Inne pytania
związane są z podnoszeniem zbiorów symetrii (tzn. grup) zamiast pojedynczej symetrii.

W pierwszej części projektu chciałbym zbadać reprezentacje związane z krzywymi. Reprezentacja
koduje elementy danej grupy („symetrie”) jako macierze. Mimo że reprezentacje do rzeczywistych i
zespolonych macierzy są dobrze zbadane, reprezentacje do macierzy nad Fp są uważane za niemożliwe
do sklasyfikowania w większości sytuacji. W trakcie grantu chciałbym wykazać rozkład reprezenta-
cji związanej z krzywą na prostsze reprezentacje. Ponadto, chciałbym opisać „cegiełki”, z których
zbudowane są te reprezentacje. Może to pomóc w rozstrzygnięciu, czy klasyfikacja reprezentacji po-
chodzących od krzywych jest w ogólności rozwiązalnym problemem.

W drugiej części projektu chciałbym zająć się różnymi problemami dotyczącymi podnoszenia krzy-
wych i ich symetrii. Udowodniony niedawno wynik wskazuje na związek między podnoszeniem symetrii
krzywych a podnoszeniem ich reprezentacji. Planuję wykorzystać tą metodę, a także klasyczne narzę-
dzia, w celu rozwiązania trzech problemów z tej dziedziny. Po pierwsze, chciałbym ustalić, czy istnieją
symetrie krzywych, które można podnieść z Fp do Z/pn (zbioru reszt z dzielenia przez pn), ale nie
do Z/pn+1. Drugi problem dotyczy podnoszenia zbioru symetrii, który zachowuje pewien punkt na
krzywej. Chciałbym się skupić na przypadku, gdy zbiór ten ma p3 elementów. Temat ten ma również
potencjalne zastosowania w dziedzinie przestrzeni moduli, tzn. przestrzeni które klasyfikują krzywe
z pewnymi symetriami. Wreszcie, wykorzystując wspomniany związek między podnoszeniem krzy-
wych a reprezentacji, planuję zająć się tzw. mocną hipotezą Oorta, która precyzuje zbiór do którego
podnosimy krzywą wraz z jej symetrią.


