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Projekt ten dotyczy krzywych algebraicznych (jednowymiarowych

e / zbioréw okreslonych przez réwnania wielomianowe) oraz ich symetrii.
// Wspdlezynniki wielomiandéw zadajacych krzywa moga by¢ np. liczba-
/ mi rzeczywistymi (patrz Rysunek 1) lub zespolonymi, ale moga tez

np. naleze¢ do F, dla liczby pierwszej p. Przypomnijmy, ze F, jest
zbiorem reszt z dzielenia przez p z operacjami dodawania i mnozenia
N modulo p. Dowolng liczbe catkowita mozna zredukowac do elementu
\ [F,, (biorac jej reszte z dzielenia przez p) — przyktadowo 102 redukuje
N \ si¢ do 2 € [F5. Na odwrét, dowolny element [, mozna podnies¢ to
liczby calkowitej. Mozna to jednak zrobi¢ na wiele sposobéw — przy-

Rysunek 1: Krzywa y* = 2* —2 nad  kladowo 2 € 5 podnosi sie do liczb 2,7,12,17, .. ..
liczbami rzeczywistymi.

Krzywe okreslone nad F, sa bardziej ,dyskretnym”, skonczonym
obiektem (patrz Rysunek 2). Czyni je to szczegdlnie waznymi z punk-
tu widzenia kryptografii. Te z nich, ktére maja wiele symetrii sg szcze-
gblnie pozadane, lub tez powinny by¢ unikane, w zaleznosci od zasto-
sowania. Podobnie jak powyzej, krzywg o wspdtczynnikach catkowi-
tych mozna zredukowa¢ do krzywej nad F,, za$ krzywa nad IF, pod-
nies¢ do krzywej o wspoétczynnikach catkowitych. Jednym z kluczo-
wych zagadnien w tej dziedzinie jest to, kiedy krzywa nad F, mozna
podnie$¢ wraz z jej symetriami. Przyktadowo, krzywa na Rysunku 2
ma naturalna symetrie, zwiazana z faktem, ze jezeli (x,y) spelnia 200 a0 so 0 1000
réwnanie krzywej, to (z, —y) réwniez. Wizualnie odpowiada to pozio-
mej symetrii diagramu krzywej. Rozpatrywana krzywa podnosi sie do
krzywej z Rysunku 1 wraz ze wspomniang symetrig. Stynna hipoteza
Oorta glosi, ze kazda symetrie krzywej mozna podnies¢ w ten sposob. Hipoteza ta zostata udowod-
niona w 2014 roku przez Wewersa, Obusa i Popa, ale wciaz pozostaje wiele otwartych probleméw.
Przyktadowo, wcigz nie jest jasne do jakiego konkretnie zbioru mozna podnie$é¢ krzywa. Inne pytania
zwiazane sg z podnoszeniem zbioréw symetrii (tzn. grup) zamiast pojedynczej symetrii.

Rysunek 2: Krzywa y? = 2 — z nad
Fio009-

W pierwszej czesci projektu cheiatbym zbadaé reprezentacje zwiazane z krzywymi. Reprezentacja
koduje elementy danej grupy (,symetrie”) jako macierze. Mimo ze reprezentacje do rzeczywistych i
zespolonych macierzy sa dobrze zbadane, reprezentacje do macierzy nad IF,, sa uwazane za niemozliwe
do sklasyfikowania w wiekszosci sytuacji. W trakcie grantu chcialtbym wykazaé rozklad reprezenta-
cji zwiazanej z krzywa na prostsze reprezentacje. Ponadto, chciatbym opisaé¢ ,cegietki”, z ktérych
zbudowane sa te reprezentacje. Moze to pomdc w rozstrzygnieciu, czy klasyfikacja reprezentacji po-
chodzacych od krzywych jest w ogdlnosci rozwigzalnym problemem.

W drugiej czesci projektu cheiatbym zajaé sie réznymi problemami dotyczacymi podnoszenia krzy-
wych i ich symetrii. Udowodniony niedawno wynik wskazuje na zwiazek miedzy podnoszeniem symetrii
krzywych a podnoszeniem ich reprezentacji. Planuje wykorzystaé¢ ta metode, a takze klasyczne narze-
dzia, w celu rozwiazania trzech probleméw z tej dziedziny. Po pierwsze, chciatbym ustalié¢, czy istniejg
symetrie krzywych, ktére mozna podnies¢ z F,, do Z/p™ (zbioru reszt z dzielenia przez p™), ale nie
do Z/p™*!. Drugi problem dotyczy podnoszenia zbioru symetrii, ktéry zachowuje pewien punkt na
krzywej. Chciatbym sie skupié na przypadku, gdy zbiér ten ma p? elementéw. Temat ten ma réwniez
potencjalne zastosowania w dziedzinie przestrzeni moduli, tzn. przestrzeni ktére klasyfikuja krzywe
z pewnymi symetriami. Wreszcie, wykorzystujac wspomniany zwiazek miedzy podnoszeniem krzy-
wych a reprezentacji, planuje zajaé sie tzw. mocna hipoteza Oorta, ktéra precyzuje zbiér do ktérego
podnosimy krzywa wraz z jej symetria.



