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Gléwnym tematem moich badan sa krzywe algebraiczne (jednowymiarowe zbiory okreslone przez
réwnania wielomianowe) i ich symetrie. Wsp6lczynniki wielomianéw definiujacych krzywa moga na-
leze¢ do zbioru liczb zespolonych, rzeczywistych lub wymiernych, ale takze np. do F,, gdzie p jest
ustalong liczbg pierwsza. Przypomnijmy, ze F, jest zbiorem reszt z dzielenia przez p z dzialaniami
dodawania i mnozenia modulo p. Krzywe okreslone nad F, sg szczegélnie wazne z punktu widzenia
kryptografii. Te z nich, ktére maja wiele symetrii, sa, w zaleznoéci od sytuacji, szczegdlnie pozadane,
albo tez unikane.

Nastepujace pojecia beda kluczowe do zrozumienia uzyskanych
wynikéw: grupa, reprezentacja i kohomologia. Pojecie grupy lub tez
dziatania grupy formalizuje pojecie symetrii obiektu. Wybér zbioru
symetrii krzywej X (tzn. dziatania grupy na X) jest réwnowazny z za-
daniem ,tadnego” odwzorowania (zwanego nakryciem rozgalezionym)
z X do innej krzywej Y. W nakryciu nad prawie kazdym punktem
krzywej Y znajduje si¢ ta sama liczba punktéw krzywej X. Pozo-
stale punkty nazywamy punktami rozgalezienia (patrz Rysunek 1).
Kolejnym waznym pojeciem jest reprezentacja grupy. Reprezentacja oo O ROZGALEZIONE
koduje elementy grupy (,symetrie”) jako macierze. Mimo ze repre-
zentacje rzeczywiste oraz zespolone sg dobrze zrozumiane, reprezen-
tacje nad IF, sa uwazane za niemozliwe do sklasyfikowania w wiekszosci przypadkéw. Kohomologia
to klasyczny niezmiennik rozmaitosci topologicznych oraz algebraicznych. W topologii kohomologie
pozwalaja na zliczanie ,dziur” zadanej rozmaitosci. Intuicja ta nie jest poprawna nad I, jednak ist-
nieje sposob na zdefiniowanie kohomologii krzywej modulo p. Jako ze dzialanie dowolnej symetrii na
krzywej X okresla macierz dziatajaca na kohomologii, otrzymujemy reprezentacje rozpatrywanej grupy.
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Rysunek 1: Nakrycie krzywych.

Dwa pierwsze z uzyskanych wynikéw dotycza krzywych nad IF).
Moj gtowny rezultat pokazuje, ze dla wigkszosci krzywych reprezen-

; j ‘lx tacja pochodzaca od kohomologii rozklada sie na sume czesci glo-
| balnej (zalezacej tylko od ,ksztaltu” nakrycia) oraz czesci lokalnych.
\ ’\ Czesci lokalne moga by¢ opisane jako kohomologie nakryé Harbatera—
v / / ! Katza—Gabbera, tzn. nakryé prostej rozgalezionych tylko nad jednym
I U punktem, ktére przyblizaja dang krzywa (patrz Rysunek 2). Uzyska-

ny wynik ma wiele mozliwych zastosowan. Przykladowo, majac dang

i Yas " grupe GG, mozna zastanawiaé sie jakie reprezentacje powstaja z ko-

Elzfggtggﬁﬁz;zga%%ff:%(Eil;rv};g homologii wszystkich mozliwych krzywych z dzialaniem G. Pytanie

pionowe) i trywialnego nakrycia to wydaje sie by¢ bardzo trudne, ale udowodnitem (korzystajac z

powyzszych wynikéw), ze prawie zawsze istnieje nieskonczenie wiele

scegietek” z ktérych zbudowane sg kohomologie. Sugeruje to, ze Swiat reprezentacji pochodzacych od
krzywych algebraicznych jest tak bogaty, jak Swiat wszystkich reprezentacji nad IFp,.

Rysunek 2: Nakrycie z rysunku 1

By wyttumaczy¢ ostatni z wynikdéw, przypomnijmy ze kazda krzywa zanurza sie¢ w Jakobian, tzn.
rozmaitos¢ ktorej punkty mozna dodawaé¢ w algebraiczny sposéb. Kazdy Jakobian dostarcza nam
reprezentacji absolutnej grupy Galois liczb wymiernych (jednego z najwazniejszych obiektéw w teorii
liczb). Reprezentacje te graja kluczowa role np. w dowodzie hipotezy Fermata oraz w programie
Langlandsa (zbiorze daleko idacych hipotez dotyczacych zwiazkéw miedzy teoria liczb a geometria).
Jak przewiduje hipoteza Mumforda—Tate’a, obraz reprezentacji zwiazanej z Jakobianem powinien by¢
kontrolowany przez ksztalt krzywej. Hipoteza ta moze by¢ rowniez postrzegana jako pomost miedzy
dwoma innymi waznymi otwartymi problemami z geometrii arytmetycznej — hipoteza Tate’a oraz
hipoteza Hodge’a (jednym z siedmiu probleméw milenijnych). W trakcie projektu zajmowalem sie
krzywymi postaci y* = f(z), gdzie ¢ jest liczbg pierwsza, zaé f(x) to wiclomian o wspélczynnikach
wymiernych. Udalo mi sie pokazaé, ze hipotezy Mumforda—Tate’a, Hodge’a oraz Tate’a zazwyczaj
zachodzg dla tych krzywych.



