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Niech Fp, :={0,1,..., p — 1} wraz z dodawaniem i mnozeniem modulo p.
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Niech Fp, :={0,1,..., p — 1} wraz z dodawaniem i mnozeniem modulo p.

Fp[x] — zbiér wielomianéw zmiennej x o wspétczynnikach w Fp,.
Fplxi,...,xn] — wielomiany zmiennych xi, ..., x, o wspétczynnikach w [Fp,.
Wielomian utozsamiamy z ciagiem jego wspétczynnikow!

Przykfad: w Fs[x]:

(O 4+2x+8)+ (3 +3x+3)=2-x*4+0-x
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Niech Fp, :={0,1,..., p — 1} wraz z dodawaniem i mnozeniem modulo p.

Fp[x] — zbiér wielomianéw zmiennej x o wspétczynnikach w Fp,.
Fplxi,...,xn] — wielomiany zmiennych xi, ..., x, o wspétczynnikach w [Fp,.
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Niech Fp, :={0,1,..., p — 1} wraz z dodawaniem i mnozeniem modulo p.

[Fp[x] — zbi6r wielomianéw zmiennej x o wspétczynnikach w F,.
Wielomian utozsamiamy z ciagiem jego wspétczynnikéw!

Dziedzina zajmujaca sie rozwigzaniami réwnan wielomianowych:

geometria algebraiczna
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“Klasyczna” krzywa y? = x
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Twierdzenie Chevalley’'a—Waringa.

CLAUDE CHEVALLEY EDWARD WARING
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Twierdzenie Chevalley’a—Warninga.

WARNING!

CLAUDE CHEVALLEY
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Motywacja: jezeli w jednorodnym uktadzie réwnan liniowych
# zmiennych > # réwnan ,

to istnieje niezerowe rozwigzanie!
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Motywacja: jezeli w jednorodnym uktadzie réwnan liniowych
# zmiennych > # réwnan ,

to istnieje niezerowe rozwigzanie!

Twierdzenie (Chevalley-Warning)

Niech Py,..., P, € Z[x1, ..., x| oraz
Z:={t=(t,...,tn) €EFy: Pi(t)=... = P,(t) =0 (mod p)}

Jezelin > deg Py + ...+ deg P,, to p|#2Z.
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Motywacja: jezeli w jednorodnym uktadzie réwnan liniowych
# zmiennych > # réwnan ,

to istnieje niezerowe rozwigzanie!

Twierdzenie (Chevalley-Warning)

Niech Py,..., P, € Z[x1, ..., x| oraz
Z:={t=(t,...,tn) €EFy: Pi(t)=... = P,(t) =0 (mod p)}

Jezelin > deg Py + ...+ deg P,, to p|#2Z.

Jezeli dodatkowo wielomiany P, ..., P, sa jednorodne, to Z ma element
rozny od (0,0,...,0).

Jedrzej Garnek Gra w oczko... 12 /29
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Geometryczne spojrzenie:
® zbiér Z jest rozmaitoscia algebraiczna,

e warunek deg P; + ...+ deg P, < n oznacza, ze
Z jest rozmaitoscia Fano!

Rozmaitosci Fano to jedna z podstawowych ,cegietek” w klasyfikacji
rozmaitosci algebraicznych. Intuicyjnie odpowiadajg one rozmaitosciom o
dodatniej krzywiznie.
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Rozmaitosci Fano to jedna z podstawowych ,cegietek” w klasyfikacji
rozmaitosci algebraicznych. Intuicyjnie odpowiadajg one rozmaitosciom o
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Héléne Esnault, 2003:
kazda gtadka rzutowa rozmaitos¢ Fano nad F, ma punkt wymierny!
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Twierdzenie (Erdds, Ginzburg, Ziv, '61)

Jezeli a1, ap, ... € Z, to istnieje zbior | C {1,...,2n — 1} mocy n taki, ze

n| Za,-.
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Jezeli a1, ap, ... € Z, to istnieje zbior | C {1,...,2n — 1} mocy n taki, ze

n| Za,-.

icl

Dowéd dla n = p: korzystamy z twierdzenia CW dla wielomianéw:

p—1 p—1
Pl(Xl, e ,X2p_1) = a1Xx; +...+ azp_1X2p_1

p— 1
P2(X17---aX2p—1) =X +X2p 1
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Jezeli a1, ay, ... € Z, to istnieje zbicr | C {1,...,2n — 1} mocy n taki, ze

n| Za,-.

i€l

Dowoéd dla n = k- m:
® zatozenie indukcyjne dla k: h,..., bm—1 C{1,...,2n — 1}, parami
roztaczne, takie ze
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Jezeli a1, ay, ... € Z, to istnieje zbicr | C {1,...,2n — 1} mocy n taki, ze

n| Za,-.

i€l

Dowoéd dla n = k- m:
® zatozenie indukcyjne dla k: h,..., bm—1 C{1,...,2n — 1}, parami
roztaczne, takie ze

KD a dlaj=1,...,2m—1.

iel;

® zatozenie indukcyjne dla m oraz liczb:

1
bj::EZa,, dlaj=1,....2m—1

icl;
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Zastosowanie nr 2: srodek ciezkosci.
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Twierdzenie

Dane jest 3 - p punktow kratowych, ktdrych Srodkiem ciezkosci jest punkt
(0,0). Woweczas istnieje podzbiér p z nich, ktérego srodkiem ciezkosci jest
punkt kratowy.
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Dane jest 3 - p punktow kratowych, ktdrych Srodkiem ciezkosci jest punkt
(0,0). Woweczas istnieje podzbior p z nich, ktérego srodkiem ciezkosci jest
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Dowéd

® Punkty: (al, bl), ceey (a3p, b3p).
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Twierdzenie

Dane jest 3 - p punktow kratowych, ktdrych Srodkiem ciezkosci jest punkt
(0,0). Woweczas istnieje podzbior p z nich, ktérego srodkiem ciezkosci jest
punkt kratowy.

Dowod
® Punkty: (al, bl), ceey (a3p, b3p).
® Twierdzenie CW dla:

1

. p— p—1
Py = aixq + ...+ A3p-1%35_1,

—1 —1
Py = ble TFoooar b3p_1X3f)p_1,

. p-1 p—1
P3 = x +. x5,
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Hipoteza Kemnitza

Dowolny zbiér 4p — 3 punktéw kratowych ma podzbiér mocy p, ktérego
srodek ciezkosci jest réwniez punktem kratowym.
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Hipoteza Kemnitza

Dowolny zbiér 4p — 3 punktéw kratowych ma podzbiér mocy p, ktérego
srodek ciezkosci jest réwniez punktem kratowym.

® otwarta przez 20 lat,
® 2003: Reiher, — student, di Fiore — licealista.

Co dla (Z/n)k, gdzie k > 27
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Zastosowanie nr 3: grafy regularne.
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Graf k-regularny — z kazdego wierzchotka wychodzi k-krawedzi.
Przyktad — k = 3:

Jedrzej Garnek Gra w oczko... 23 /29



Zastosowania
0000000080

Graf k-regularny — z kazdego wierzchotka wychodzi k-krawedzi.
Przyktad — k = 3:

Twierdzenie
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Twierdzenie
Dowolny (2p — 1)-regularny graf ma spdjny p-regularny podgraf.

Dowéd:
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Twierdzenie

Dowolny (2p — 1)-regularny graf ma spdjny p-regularny podgraf.

Dowéd:

® krawedz vw € E ~~ zmienna x,,
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Dowéd:

® krawedz vw € E ~~ zmienna x,,

® dla kazdego wierzchotka v € V rozpatrujemy wielomian:

P,(x) = Zx
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Dowolny (2p — 1)-regularny graf ma spdjny p-regularny podgraf.

Dowdd:
® krawedz vw € E ~~ zmienna x,,

® dla kazdego wierzchotka v € V rozpatrujemy wielomian:
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Przyktad: jak wyglada to dla grafu z poprzedniego slajdu? J
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Twierdzenie

Dowolny (2p — 1)-regularny graf ma spdjny p-regularny podgraf.

Dowdd:
® krawedz vw € E ~~ zmienna x,,

® dla kazdego wierzchotka v € V rozpatrujemy wielomian:

P,(x) = Z xP-1,

wivweE

Przyktad: jak wyglada to dla grafu z poprzedniego slajdu?

Co dla n ztozonego?

Jedrzej Garnek Gra w oczko... 24 /29
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Dowdéd twierdzenia Chevalley’a—Warninga

Jedrzej Garnek

1

Démonstration d'une hypothése de M. Artin.
Par C. CHEVALLEY & Paris.

11 est bien connu quil wexiste pas de corps non commutatif dont
{6 centre soit un corps algébriquement formé. D'autre part, M. TsEN')
& démontré récemment quil wexisto pas non plus de corps gauche dont
fe centre soit un corps déduit d'un corps algébriquement fermé par
adjonction dun élément, transcendant. M. ARTIN 4 remarqué que la
source de cette dernicre proposition est le théoréme suivant:

Si & est un corps algibriguement fermé, et @ un dément transcendant
par rapport & k, une dquation de la forme

Flp, sy -eoyum) =0
ot F est un polynome homogéne de degré <n par rapport auz variables
Yor Yor -+ Un & confficionts dans k(x) posside au moins wne solution
non-triviale dans I(z).

Ce qui P'a amené & poser la définition suivante :

Si un corps & est tel que toute équation de la forme

Fy gy -
ot ' est un polynome homogéne de degré < m & coofficients dans k aif une
solution non-triviale dans k, on_ dit que k est quasi-algébriquement fermé.

n a alors la propriété suivante :
Si k est quasi-algébriquement formé, il wexiste aueun corps mon-
commulatif fini sur k, de centre k.
o supposons qu'il existe un corps K non commutatif fini par
rapport i k. Soit (0, 1, -+, oa) une k-base minima de K. Tntroduisons

 variables : gy, g, -

. Loclément gndral Y wiy de K satis:
comme on sait & une équation irréductible dans k (yi, ya, -5 ¥a) de
degré <n, dont le dernier terme (I norme véduite de I'élément) est
une forme homogéne de degré <n en gy, ya, -+, yn. ON peut done

- o PR 2\ wan tantas nulles

ra w oczko
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Twierdzenie (Chevalley-Warning)
Jezelin > deg P; + ...+ deg P, to

pI#Z =#{tcFy: Pi(t)=...=P(t)=0 (mod p)}.
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pl#Z =#{teFy: Pi(t)=...=P,(t)=0 (mod p)}.

Z tiltéz...t;;n:{(_l)nv p—l‘il,...,i,,, sy in >0,

(t10mEn)€F 0, w przeciwnym wypadku.
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def |1, teZ,
H)y= ¢
xz(t) {0. t¢ Z.
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Twierdzenie (Chevalley-Warning)
Jezelin > deg P; + ...+ deg P, to

pl#Z =#{teFy: Pi(t)=...=P,(t)=0 (mod p)}.

Z tiltéz...t;;n:{(_l)nv p—l‘il,...,i,,, sy in >0,

(t10mEn)€F 0, w przeciwnym wypadku.

Slogan: suma wszystkich wartosci jednomianu jest zazwyczaj réwna 0.

xz(H) {(1) Z ; i = (1-Pi(t)PH)-(1=Py(t)P71)-- - (1= P.(£)P7D).
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Dziekuje za uwage!
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