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Pewien wyznacznik Przypomnienie Problem

Niech ℓ ∈ P, ℓ ∤ r . Rozwa»my funkcj¦:

n : (Z/ℓ)× → Z, n(j) :=

⌊
j · r
ℓ

⌋

− r − 1

2

Pytanie

Znajd¹ wyznacznik macierzy:

Mℓ,r :=

gdzie C � dowolny zbiór reprezentantów (Z/ℓ)×/⟨±1⟩.

Dla dowolnego i ∈ (Z/ℓ)×:

n(i) + n(ℓ− i) =
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Pewien wyznacznik Przypomnienie Problem

Mℓ,r := [n(i · j−1)]i ,j∈C ,

n(j) :=

⌊
j · r
ℓ

⌋
− r − 1

2
.

Przykªad: ℓ = 11, r = 3, C = {2, 4, 5, 8, 10} ⇒

= −11
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Pewien wyznacznik Przypomnienie Problem

Rozmaito±¢ abelowa � zbiór zadany równaniami algebraicznymi, którego

punkty mo»na �dodawa¢� algebraicznie.

Przykªad: E � krzywa eliptyczna, tzn. gªadka krzywa

y2 = x3 + Ax + B, A,B ∈ Q

wraz z �punktem w niesko«czono±ci� O.
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Pewien wyznacznik Przypomnienie Problem

Zbiór punktów rzeczywistych, E (R), (wymiernych, zespolonych, ...) na

krzywej ma struktur¦ grupy abelowej:

• O � element neutralny,

• punkt "przeciwny" do R = (x , y) to −R := (x ,−y),

• P + Q + R = O wtw. gdy P,Q,R le»¡ na jednej prostej.
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Pewien wyznacznik Przypomnienie Problem

Wzory algebraiczne:

(x1, y1) + (x2, y2) := (x3, y3),

gdzie:

x3 =

(
y2 − y1
x2 − x1

)2

− x1 − x2,

y3 =
y2 − y1
x2 − x1

x3 −
y1x2 − y2x1
x2 − x1
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Pewien wyznacznik Przypomnienie Problem

Czy punkty na innych krzywycha da si¦ �dodawa¢�?

agªadkich, rzutowych

Odp. Nie, ... ale ka»d¡ krzyw¡ krzyw¡ C mo»na zanurzy¢ w rozmaito±¢

abelow¡ Jac(C ) (tzw. Jakobian krzywej). Wymiar Jakobianu jest równy

genusowi krzywej.
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Pewien wyznacznik Przypomnienie Problem

Przykªad: Jakobian krzywej

Y 2 = f6X
6 + f5X

5 + f4X
4 + f3X

3 + f2X
2 + f1X + f0

zadany jest przez przeci¦cie n form kwadratowych:
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Przykªad: Jakobian krzywej

Y 2 = f6X
6 + f5X

5 + f4X
4 + f3X

3 + f2X
2 + f1X + f0

zadany jest przez przeci¦cie n form kwadratowych:

gdzie n = 72.
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Pewien wyznacznik Przypomnienie Problem

Przykªad: Jakobian krzywej

Y 2 = f6X
6 + f5X

5 + f4X
4 + f3X

3 + f2X
2 + f1X + f0

zadany jest przez przeci¦cie 72 form kwadratowych.

Jak dziaªa¢ na Jakobianach?

Jac(C ) ∼= Pic0(C ) =
dywizory na krzywej (formalne sumy punktów)

dywizory funkcji na krzywej
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Pewien wyznacznik Przypomnienie Problem

n-torsja na rozmaito±ci abelowej A:

A[n] = {P ∈ A(Q) : P + P + . . .+ P︸ ︷︷ ︸
n

= O}

∼= (Z/n)2g .

�Wymierno±¢� punktów torsyjnych kodowana jest przez reprezentacj¦ Galois:

Po co bada¢ torsj¦?
• ciekawe rozszerzenia (odwrotny problem Galois, liczby klas),
• ciekawe reprezentacje (Wielkie Twierdzenie Fermata, modularno±¢).

Jak wygl¡da obraz reprezentacji?

Hipoteza (Mumforda�Tate'a)

∼= MT (A)⊗Qℓ.

� pomost mi¦dzy hipotez¡ Hodge'a a Tate'a dla rozmaito±ci abelowych.
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Pewien wyznacznik Przypomnienie Problem

Gªówne pytanie

Jak wygl¡da ℓ-torsja oraz obraz ρℓ∞ dla Jac(C ), gdzie C : y ℓ = f (x)?

Przykªad: ℓ = 2, deg f = 3

E [2] = {O, (x1, 0), (x2, 0), (x3, 0)},

gdzie x1, x2, x3 � miejsca zerowe x3 + Ax + B .
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Pewien wyznacznik Przypomnienie Problem

im ρA,ℓ∞ ⊂ Gl2g (Zℓ)

(∗)

Jakie ograniczenia mamy na im ρA,ℓ∞?

• na C : y ℓ = f (x) dziaªa grupa µℓ wzorami:

(x , y) 7→ (x , ζℓ · y).

Zatem na Jac(C ) dziaªa O := Z[ζℓ], za± na ℓ∞-torsji Oℓ := Zℓ[ζℓ].

• dziaªanie grupy Galois zachowuje form¦ unitarn¡ (iloczyn Weila),

• na λ-torsji (gdzie λ := 1− ζℓ) dostajemy grup¦ Galois wielomianu f !

• warunek na wyznaczniki ρℓ∞ .

Twierdzenie (JG, 2023)

Je»eli Gal(f ) = Sr oraz istnieje ideaª pierwszy p w O taki »e

ordp(disc(f )) = 1, to (∗) jest równo±ci¡!

J¦drzej Garnek �Wykªadnicza� torsja... 12.09.24 11 / 16
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Pewien wyznacznik Przypomnienie Problem

Pytanie

Co mo»na powiedzie¢ o obrazie detO ◦ ρℓ∞ : Gal(Q/Q) → O×
ℓ ?

• �naturalny kandydat� na obraz:

{d ∈ O×
ℓ : d · d ∈ 1+ ℓ · (r − 1)Zℓ}

• teoria ciaª klas:
• Gal(Q/Q)ab ≈ IQ/Q×, gdzie IQ :=

∏′
p≤∞ Q×

p ,
• detO ◦ (ρℓ∞) pochodzi od charakteru Heckego

χ : IQ/Q× → Q(ζℓ)
×,

• �typ niesko«czono±ci� χ jest wyznaczony przez µℓ ⟲ H0(ΩC ),

i jest równy:
ℓ−1∏
j=1

σ
⌊ r·j

ℓ
⌋

j

gdzie σj(ζℓ) := ζ jℓ.
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Pytanie

Co mo»na powiedzie¢ o obrazie detO ◦ ρℓ∞ : Gal(Q/Q(ζℓ))
ab → O×

ℓ ?

• �algebra liniowa�: detO ◦ ρℓ∞ ma sko«czony indeks w �naturalnym

kandydacie� wtw. gdy detMℓ,r ̸= 0.

• formuªa Hirabayashi'ego na wyznacznik macierzy Demjanenko, '98)

detMℓ,r =
(−1)

ℓ−1
2 · h−ℓ
2ℓ

· (r rℓ − 1)
ℓ−1
2rℓ ,

gdzie:
• h−ℓ to relatywna liczba klas dla Q(ζℓ),
• rℓ to rz¡d multyplikatywny r mod ℓ.

Wniosek (JG, 2023)

Przy zaªo»eniach Twierdzenia, hipoteza MT (oraz Hodge'a i Tate'a)

zachodzi dla Jac(C )!
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O dowodzie Twierdzenia

• "twierdzenie o podnoszeniu":

• �descent theory�: opis Q(Jac(C )[λ2]), tzn.

Q(ζℓ, Jac(C )[λ2]) = Q(ζℓ, α1, . . . , αr , ℓ
√

αi − αj : i ̸= j),

gdzie α1, . . . , αr � pierwiastki f .
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Inne uwagi

• grupa Hodge'a (specjalna grupa Mumforda�Tate'a):

U(H1(Jac(C ),Q),Ψ)

• z dowodu hipotezy MT w tym przypadku wynika, »e

End(Jac(C )) = Z[ζℓ],

• hipoteza Hodge'a:

Twierdzenie (Ribet)

Je»eli E := End(Jac(C ))⊗Q jest ciaªem przemiennym oraz

MT (Jac(C )) = U(H1(Jac(C ),Q),Ψ),

to Jac(C ) speªnia kryterium (1,1) (tzn. wszystkie klasy Hodge'a pochodz¡

od dywizorów). W szczególno±ci speªnia hipotez¦ Hodge'a!
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Dzi¦kuj¦ za uwag¦!
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