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Pewien wyznacznik
e0

Niech £ € P, £t r. Rozwazmy funkcje:

v @y sz )= |
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Pewien wyznacznik
e0

Niech £ € P, £t r. Rozwazmy funkcje:

v @y sz )= |

Znajdz wyznacznik macierzy:

M = [n(i - i je@se)-
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Pewien wyznacznik
e0

Niech £ € P, £t r. Rozwazmy funkcje:

v @y sz )= |

Znajdz wyznacznik macierzy:

M = [n(i - i je@se)-

Dla dowolnego i € (Z/¢)*:

n(i)+n(l—i)=r—1
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Pewien wyznacznik
e0

Niech £ € P, £t r. Rozwazmy funkcje:

n:(2/0) =7, n(j) := {”J r—1

Znajdz wyznacznik macierzy:

M = [n(i - i je@se)-

Dla dowolnego i € (Z/¢)*:

n(i)+n(l—i)=r—1
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Pewien wyznacznik
e0

Niech £ € P, £t r. Rozwazmy funkcje:

n:(2/0) =7, n(j) := {”J r—1

Znajdz wyznacznik macierzy:

M = [n(i - i je@se)-

Dla dowolnego i € (Z/¢)*:

n(i)+n(l—i)=0 (nieparzystosc)
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Pewien wyznacznik
e0

Niech £ € P, £t r. Rozwazmy funkcje:

n:(2/0) =7, n(j) := {”J r—1

Znajdz wyznacznik macierzy:

M, := [n(i -~ ijec

gdzie C — dowolny zbiér reprezentantéw (Z/0)* /(£1).

Dla dowolnego i € (Z/¢)*:

n(i)+n(l—i)=0 (nieparzystosc)
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Pewien wyznacznik
oe

My, := [n(i - j~)ijec,
n(j) = {JT'J -

Przyktad: ¢ =11, r =3, C ={2,4,5,8,10} =
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Pewien wyznacznik
oe

My, == [n(i - j")]ijec,
N T r—1
= [ 51

Przyktad: ¢ =11, r =3, C ={2,4,5,8,10} =

det Mg}r =
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Pewien wyznacznik
oe

My, := [n(i - j~)ijec,

)= | 2| - 15

2

Przyktad: ¢ =11, r =3, C ={2,4,5,8,10} =

n(3) n(z) ) nE) ()
n(z) n(z) ) n(z) (i)
det Mg, =|n(3) n(3) n(3) n3) nl5)
n(3) (@) ) @) ()
n(3) n(F) n(F) n(§) nlip)
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Mg, = [n(i - j~)]ijec,
0 = |- 5

Przykfad: ¢ =11, r =3, C ={2,4,5,8,10} =
n(1) n(6) n(7) n(3) n(9)

det My, = |n(8) n(4) n(1) n(2) n(6)

12.09.24



Pewien wyznacznik
oe

My = [n(i - ")]ijec

N | r—=1

n(j) := { 7 J 5

Przykfad: ¢ =11, r =3, C ={2,4,5,8,10} =
-1 0 0 -1 1

-1 -1 -1 0 0

detMy,,=|1 0 -1 —1 0
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Pewien wyznacznik
oe

My = [n(i - ")]ijec

N | r—=1

n(j) := { 7 J 5

Przykfad: ¢ =11, r =3, C ={2,4,5,8,10} =
-1 0 0 -1 1

detM,, =1 0 -1 -1 0] =-11
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Przypomnienie
[ Jelelelele)

Rozmaitos¢ abelowa — zbiér zadany réwnaniami algebraicznymi, ktérego
punkty mozna ,dodawa¢” algebraicznie.

Przyktad: E - krzywa eliptyczna, tzn. gtadka krzywa
y?=x3+ Ax + B, ABeQ

wraz z ,punktem w nieskoriczonosci” O.
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Przypomnienie
[e] lelelele)

Zbi6r punktéw rzeczywistych, E(R), (wymiernych, zespolonych, ...) na
krzywej ma strukture grupy abelowej:
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Przypomnienie
[e] lelelele)

Zbi6r punktéw rzeczywistych, E(R), (wymiernych, zespolonych, ...) na
krzywej ma strukture grupy abelowej:
e () — element neutralny,
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Przypomnienie
[e] lelelele)

Zbi6r punktéw rzeczywistych, E(R), (wymiernych, zespolonych, ...) na
krzywej ma strukture grupy abelowej:

e () — element neutralny,

¢ punkt "przeciwny" do R = (x,y) to —R:=(x,—y),
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Przypomnienie
[e] lelelele)

Zbi6r punktéw rzeczywistych, E(R), (wymiernych, zespolonych, ...) na
krzywej ma strukture grupy abelowej:

e () — element neutralny,

¢ punkt "przeciwny" do R = (x,y) to —R:=(x,—y),

* P+ QR+ R=0wtw. gdy P, Q, R leza na jednej proste;.

*

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Przypomnienie
[e] lelelele)

Zbi6r punktéw rzeczywistych, E(R), (wymiernych, zespolonych, ...) na
krzywej ma strukture grupy abelowej:

e () — element neutralny,

¢ punkt "przeciwny" do R = (x,y) to —R:=(x,—y),

* P+ QR+ R=0wtw. gdy P, Q, R leza na jednej proste;.

*
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Przypomnienie
[e]e] lelele)

Wozory algebraiczne:

(x1,01) + (x2,¥2) == (3, ¥3),
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Przypomnienie
[e]e] lelele)

Wozory algebraiczne:

(x1,01) + (x2,¥2) == (3, ¥3),

gdzie:

2

2=y

X3 = — — X1 — X2,
X2 — X1

m*nx yixe — ya2xi
3 —
X2 — X1 X2 — X1

B =

12.09.24
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Przypomnienie
[e]e]e] lele)

Czy punkty na innych krzywych? da sie ,dodawac™?

“gtadkich, rzutowych
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Przypomnienie
[e]e]e] lele)

Czy punkty na innych krzywych? da sie ,dodawac™?

“gtadkich, rzutowych

Odp. Nie, ...
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Przypomnienie
[e]e]e] lele)

Czy punkty na innych krzywych?® da sie ,dodawac”? J

“gtadkich, rzutowych

Odp. Nie, ... ale kazda krzywa krzywa C mozna zanurzy¢ w rozmaito$c¢
abelowa Jac(C) (tzw. Jakobian krzywej). Wymiar Jakobianu jest réwny
genusowi krzywej.

\/\Q\/\
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Przypomnienie
[e]e]ele] o)

Przyktad: Jakobian krzywe;j
Y2 = X0+ £5X° + 14X+ BX3+ HXP + AX + 1o

zadany jest przez przeciecie n form kwadratowych:

apaz = ara; — aify — a3fs + dasarsfofs + asaofifs + 8asarofifs + azaio(4fafs —
fsfs) +8asars fofo +2ar3a15 fo fifs + aroars(4fo f2 fo + 2fo f3 f5 + 317 fo) +danars fofi fo +
2ar0a13(fof3 + 3f1fafe) + 8anarsfofafo + ato(dfifsfs + 4f2fafe — fof2 — f3fs) +
aroar(4fofsfo +4f1fafo — [1f3) +at fo(dfafs — [2)

apas = araz + asas fofs + agars(9fofs + fufs) + 2asa1afofs + asars(20fofs + 3f1f5) +
asa10(7f1fo+ fafs)+dasaro fafo+asaio fa fo+4arag fo fs+4acag fo fo—4a fo fs—4azas fo fo+
dagas f1fo — 203 f1fs + dads f3 f5 + 2a1aa15 fo(2fo fo + fifs) + arzars(14fof1 fs + 6 fofofs +
J1 fs)F+aiza1a(8fofzfo+3fofafs— [T fo) +aroara(8fofafo+fo f5+3f1f3f6)+2aT5(10fof3 fo+
2fofafs+2f1fofo+ fiLfsf5)+ar0ars(18 o fs fo+6f1fafo+ f1f2+2f2f3fe) +daizars fofsfo+
2a3y fo(f1fs + fafs) + 2ar0a11 f6(2fofs + f1fs) + 2ar0a12fo f5 fo
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Przypomnienie
[e]e]ele] o)

Przyktad: Jakobian krzywe;j
Y2 = X0+ £5X° + X + X3 + £X2 + AX + 1y
zadany jest przez przeciecie n form kwadratowych:

apas = azay — a2 fo — a3 fo + asais(4fofa — f1f3) + azais f1fs + 4asara fo f5 + 8asara fofs —
2azaraf1fs + dasarafifs — dasagfrfs + dazasfife + ais(dfofafs — fof3 — fifa) +
araass f5(4fo fo— f7)F2a13a15 (4 fo fo fo+ fo fa S5 =317 fo) Faroars(4fo fafo—fo fE—4f1 fafe)+
daniars fo(2fofs = f1f2) + araars fo(4fof2 — fT) +4aroara fo(fofs — f1fa) —4aroars fifs fo —

darpars frfE

apag = aiasz — azayo fs — asag f1 + 4asag fo + 4asag f1 + 2azas f2 + 2azaz f3 + agais(4fo fo +
I1)+4azass fofs+4asars fofat2asa13(2fo fat f1f3)+2a7a13(2f0 f5+ f1f1)+2a6a13(2fo fo+
f1fs) — 2a9a10 fofs + 3asaio f1fs + 2asai1 f1fs + darara fofs + dasara fofs
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Przypomnienie
[e]e]ele] o)

Przyktad: Jakobian krzywe;j
Y2 = X0+ £5X° + 14X+ BX3+ HXP + AX + 1o

zadany jest przez przeciecie n form kwadratowych:

apar = aias +arais fi + asag fo — asae fa + arara(fofs — fifa) — asarafofa + agars fofs +
2asa13(—fofs + fifs) + 2a7a13fafs + asarsfife — agarofifs + asaro(—fafs + fafa) +
azaro(—fafs + f1) — acarofsfo + agarafofs + asara(—fofs + f1f1) + azarafofa

apag = ayas + azar fs + 2azae fo

agay = aa5 + agag f3 + 3asag fs + 2azaz fs + dazaz fo — agais f2.fs + azars(2f1fs — f3) +
asa15(2f1fo — f3f1) + dasarafofs — asarafsfs — dagars(—fofs — fufs) + asars(dfafs —
Safa)+2a7a13(2 2 fs+ f3[5) +acars f3 fo +dagaro f2 fo +4agaro f3 fo + 2a7a10(2f1f6 — [3) —

2asa10f5fo + 4asain fifs + dagar fofo — asarzfsfe
apaip = asag

agar1 = 2azas + azais fi + asaiof3 + azaio fs

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Przypomnienie
[e]e]ele] o)

Przyktad: Jakobian krzywe;j
Y2 = X0+ £5X° + 14X+ BX3+ HXP + AX + 1o

zadany jest przez przeciecie n form kwadratowych:

apa1z = 2aza7 + 2aza15 fo + azaiafi + 2aza10 fo + 2aaa12 f3 — 2aa9 f3 + 2azas f3 + da? fs +
dagar fs — arzars f1fs + ar0ars(8fo fo + frfs — 3f3) + 2an1a15(fofs — fofs) — 2ar0a13f3f5 +
2a11013(3f1f6 — f3fa) + 12a12a13fo fo + afo f2 + 2ar0an1 f3fs + 4a3, fafs + daniarn fi fo +
4arfofs

Qap1z = azas
apas = 2a4a5 + asays fi + asas f3 + asao fs
apa1s = asas

asaz = apar — 2asay fo — asas fi
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Przypomnienie
[e]e]ele] o)

Przyktad: Jakobian krzywe;j
Y2 = X0+ £5X° + 14X+ BX3+ HXP + AX + 1o

zadany jest przez przeciecie n form kwadratowych:

a2a4 = aoas — aza10f5 + a4a9 f2 — asag fo + agars fofs + asais(f1fs — f3) + azars(f1.fa —
Jaf3)+asars f1fs —agars fo fs —2asars fo fa+2a7a13(f1fo — fofs) —asars fofo +agar fofa+
agayr(—fife + fafs) — asaiafofa + arara(fifs — fafs) — asarzfafe

asag = agais + asais f2 + asais f3 + 2aza1s f1 + 3asas fs + 3azaiz fo + azaia fo + als f1f3 +
ayaass frfa + aizais(3f1fs + 2f2f1) + 3arars f3fs + araais fifs + arzara(fife + 2fafs) +

2a11a14f2f6 + ar2014 f1 fo + ar0a13(2f4f6 + [2) + 2a11013 f3 fs

20008 = aoais — a5a15f1 — asa13fs + asaiofs + 2asarrfe — 2035 fofs — daraarsfofs +
2a13a15(=3fo fs— f1.fa) —4ar1ass fo fo—4arzars fo fs —2a13014 f1 fs —4ar2a1a fo fo—4a3s f1 fo—

2a12a13 f1 f6
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Przypomnienie
[e]e]ele] o)

Przyktad: Jakobian krzywe;j
Y2 = X0+ £5X° + 14X+ BX3+ HXP + AX + 1o

zadany jest przez przeciecie n form kwadratowych:

2aza¢ = apay+4asais fo+3asa13 frt+asai fs—azaio fs+2asa11 fotasarz fr+aisais(4fo fa—
J1) +6a13a1s fo fs + ar1a15(4fo fa + f1f3) + 2012015 fo f3 + ar0arafif5 + 2a3s(fo fs + f1fa) +

2a12a13 fo f5

arag = aga10+3as5a13 fo+3asa13 f1+2as5a10 f24as010 f3+a3a10 faFas012 fot+a13a15(2fo f2+
12) + 3awais f1f3 + 2013014 fof3 + 2011014 f0 fs + ar10013(3f1f5 + 2f2fs) + anrars(fofs +

2f1f1) + ado fsfs + aroas fofs + aroarafifs + anrarafofs

20107 = apain + asaisfi + 2asa14fo — asaisfs — asarofs — 4aroarsfofs — 4adsfofs +
2a19a13(—3f1fo— fofs) —2a11a13 f1fs—2a12a13 fo fs—2a3 f3 fo —4aroain fo fo—4aroai fr fo—

danaiafofs

Jedrzej Garnek o ! ja... 12.09.24



Przypomnienie
[e]e]ele] o)

Przyktad: Jakobian krzywe;j
Y2 =X+ 6X°+ 64X+ BXP+ EXP+ AX + f
zadany jest przez przeciecie n form kwadratowych:

2a1a8 = aga12 — 2a5a15 fo — 2asa10fa — asar1 fs — 2a4a12f3 — dagag f1 + 2agag f3 — 4ad fo —
2azag fz — a5 [2 — 2a14a15 fo f3 + 2a13a15 f1 f3 + aroars(—8fofe — fifs + 3f2) — 4a2,fofa+
2a13014(—3 fo f5+ f2 f3) +2a10a14(— f1 fo+ f3 f1) —4ar2a14 fo f5+aroans f3 f5 —12a12a13 fo fo—

datrfofs

2a1a9 = apai4—asa15 f1+as3a1s f3+2aza14 f1+3aza13 f5+4azan fo+azarz fs+anans f1f5+
aroara(4fafo+ fsfs) +2a33(fLfo+ fafs)+6ar0a13 f3 fo +2a12013 f1 fo + aroan (4fafo — f3) +

2a10a12f3 fo

aqa4 = Apa13 +¢15a13f2+a5a10f4+a3awfﬁ+a§f<l +aizas f1fs+aioars fofa+ariars fifat+
aroara(fifo+ fofs)+anarafi fs+aoars(2f2fo+ f3fs)+aio fafs+aroain f3fe+aioarz fafo+

a11a12f1f6
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Przypomnienie

[e]e]ele] Je]

Przyktad: Jakobian krzywe;j
Y2 = X0+ £5X° + 14X+ BX3+ HXP + AX + 1o

zadany jest przez przeciecie n form kwadratowych:

aparz = 2apa13 + 4asaisfo + 2asa14f1 + dasaizfa + dasaiof1 + 4asaro f5 + dasarofo +
2azan f3 + ais(4fof2 = f7) + daraars fofs + 2a13a15(4fo fa + f1f3) + aroars(dfafa — f3) +
4ara15 f1fa+4a12015 fo fa+4arzara fofs+4ar0ara(f1fo+ fafs) +4arsarafo fs+4aty(fofo+
2f1f5) +daoars(2fafs + f3f5) + darzais(2fofo + f1fs) + ado(Afafs + f2) + daroar fsfo +
dayoara fafo + dariara fi fo + 4a3y fofo

axa1s = azay — aga1s fs — 2a7a15 f4 — 2a6a15 f5 — 2asa14f6 — asars fs

azaig = 2asag + agais f1 + 2asa1s f2 + azais f3 — azais fs — 2a6a13fe
aza1z = asay — 2agais fo — agais fi
azaio = azar — 2agaizfo — asaizfi

azan1 = 2azas + agarsfi + 2asa1s f2 + azars f3 — azaio fs — 2aaio fo
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Przypomnienie

[e]e]ele] Je]

Przyktad: Jakobian krzywe;j
Y2 = X0+ £5X° + 14X+ BX3+ HXP + AX + 1o

zadany jest przez przeciecie n form kwadratowych:
azarz = 2asa7+2a7a15 f2+asa1s f3+agara fr +2agars fo+3asars f3+4arars fa+3aears f5+
aga1o f5 + 2asa11 fo
araig = azag — araizfi — 2agaio fi — 2asaio f2 — araio fs — 2agan fo
ajayy = 2azay — 2agaiz fo — agaiz f1 + agaio fz + 2azaio f4 + asaio fs
ajaiz = azag — azaio fs — 2aeaio fo
ajays = asag — azais fs — 2a6a13 fs
ara1s = 2asa7 — 2agays fo — asais fi + asais fs + 2aza13f4 + asais fs

ajaiz = 2azag+azass fi+2a9a1a fo+3agars fi +4agaiz fo+3azais f3+2asa13 fa+agaio f3+

2aga10f1 + agarr fs

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Przypomnienie
[e]e]ele] o)

Przyktad: Jakobian krzywe;j
Y2 = X0+ £5X° + 14X+ BX3+ HXP + AX + 1o

zadany jest przez przeciecie n form kwadratowych:

asag = asay — asays f2 — araisf3 — agais fa — agarafs — asars fa — asars fo — asarzfo
asar = asas + agays fo + agais fi — araiz fa — agars fs — aganr fe

asag = asar + azais fi + agaia fo + agaz fi + agaiz f2 + arzarsfz — asaiofo

azar = asa6 — agayzfo — azaizfa — agaio fo — agarofz — azaiofa — agai f — agara fo

azag = asar — agaia fo — agarzfi — agarz f2 + azaiofs + agaiofe

azag = asas — agays fo + asaizfz + araizf1 + agaisfs + asarofs + agari fo

asars = af — af; fo — a1sa15 f3 — ar0a1s fo — aly fa— ar13a14 fs — 12014 f5 — 2012013 f6 — aiy fo
asayy = 2agag + a¥s fi — ay3a15 f3 — 2013014 f1 — 2a10a14f6 — 3ads fs — 2a12a13 fs — 2a11a12 f5

asayy = af — als fo — als fa — 2a10a13f6 — arraisfs — arparafe

Jedrzej Garnek




Przypomnienie
[e]e]ele] o)

Przyktad: Jakobian krzywe;j
Y2 = X0+ £5X° + 14X+ BX3+ HXP + AX + 1o

zadany jest przez przeciecie n form kwadratowych:

asaio = a3 — 2a13a15fo — ar0ms f> — anarsfi — arzarsfo — adofo

asayy = 2aras — 2014015 0 — a13a15f1 + ar0a15f3 — aroarsfs — 2a10011f6

asa12 = 2a7ag + a14a15.f1 + 2013015f2 + anais f3 — aoarafs — 2a10013f6 — 2a10a12f5
a5 = asag — a3aisf3 — anaisfi — aarafs — 203y fs — arzarafs — anainf

asars = azag + a3 — s fo + arzarsfo — aroaisfs — 3ar0arafs — 2anarsfs — 2ar0a2fs
ajay3 = azag — 11015 fo — arzars fi — araizfs — aroan fo

a3 = af — aroass fo — anarsfi — 2a12013fo — afo S — aroann fs — afy f2 — anarfi — ats fo
azan = 2aga7 — 2anars fo — 2a12a14 fo — 3ais /i — aroars fs — 2an1a13 f2 — 2a12a13 /1 +afo fs
azars = af — 2a13a15f0 — ar2a1sfo — arsarsfy — adsfa — adofo

azars = af — afs fo — aromsfi — ar0a1afs — 2a1013f6 — ar0a12fs

azayy = 2a7as — 2a14015fo — @13015/1 + a10015 f3 — ar0a1sfs — 2a10011f6

agary = 2a6as — 2a13015fo — @n1015f1 — 2012015 fo + 10014 f3 + 2a10013f1 + aroan f5

Jedrzej Garnek



Przypomnienie
[e]e]ele] o)

Przyktad: Jakobian krzywe;j
Y2 = X0+ £5X° + 14X+ BX3+ HXP + AX + 1o

zadany jest przez przeciecie n form kwadratowych:

@az0 = agar — aya1s fo — aroarefo — araa1afo — 2085y — aromafs — araarsfy
agan = agas + af — 3aygarsfo — awarsfz — 212015 fo — 2013010 f1 + awarafy — afofs

stz = agay + azas — araars fo + 2010015 f3 + anasfa + anarsfi — aanfo

aga1s = 2a7a13 — agayy + aarz

agay = —arays + 2agars + asary
agayy = —azay; + agaig
aga3 = —agays + arars
agay = —agag + agan
agaus = ~asaro + arann

araars = aioas

anan = 2a10a13 + a10012

arzais = —2ai0615 + anai

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Przypomnienie
[e]e]ele] o)

Przyktad: Jakobian krzywe;j
Y2 =X+ 65X+ X+ BXP+ X2+ AX + f

zadany jest przez przeciecie n form kwadratowych:

92,
aarg = asar — anais fo — awarfz — arzaifo — 26 /i — aroasfy — arzarsfy

agany = agas + af  3apaisfo - aasfz - 22a15fo - 2a13010fs + awarafs - afofs

anamsfo+ 20015 S5 + anasf + anaisfi — aen fo

agays = 2arars — ayay +aary

agany = —arays + 2asars + asars
agayy = —agays + asas
a513 = —agars + azang
aza13 = ~agaig + asan
agay3 = —agaig + azay

s = 2ag0 + s
aigars = anars

anan = 2aa + apas
aram = —2a10015 + @iy

anais = aan

1413 = anans

gdzie n = 72.

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Przypomnienie
[e]e]ele] o)

Przyktad: Jakobian krzywe;j
Y2 = X0+ £5X° + 14X+ BX3+ HXP + AX + 1o

zadany jest przez przeciecie 72 form kwadratowych.

Jak dziataé na Jakobianach?

Jac(C) = Pic®(C) = dywizory na krzywej (formalne sumy punktow)

dywizory funkcji na krzywej

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Przypomnienie
00000e

n-torsja na rozmaitosci abelowej A:

Al ={PeA@): P+P+...+P=0}

n

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Przypomnienie
00000e

n-torsja na rozmaitosci abelowej A:

Al ={PecA@): P+P+..+P=0}=(Z/n)*.

n

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Przypomnienie
00000e

n-torsja na rozmaitosci abelowej A:

Al ={PecA@): P+P+..+P=0}=(Z/n)*.

n

MWymiernos¢” punktéw torsyjnych kodowana jest przez reprezentacje Galois:

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Przypomnienie
00000e

n-torsja na rozmaitosci abelowej A:

Al ={PecA@): P+P+..+P=0}=(Z/n)*.

n

MWymiernos¢” punktéw torsyjnych kodowana jest przez reprezentacje Galois:

pn = Gal(Q/Q) — Aut(A[n]) = Glog(Z/n).

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Przypomnienie
00000e

n-torsja na rozmaitosci abelowej A:

Al ={PecA@): P+P+..+P=0}=(Z/n)*.

n

MWymiernos¢” punktéw torsyjnych kodowana jest przez reprezentacje Galois:

pPro - Gal(@/@) — Aut( TgA) = G|2g(Zg).
Po co badac¢ torsje?

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Przypomnienie
00000e

n-torsja na rozmaitosci abelowej A:

Al ={PecA@): P+P+..+P=0}=(Z/n)*.

n

MWymiernos¢” punktéw torsyjnych kodowana jest przez reprezentacje Galois:

pee : Gal(Q/Q) — Aut(T,A) = Glog(Zy).

Po co badac¢ torsje?
o ciekawe rozszerzenia (odwrotny problem Galois, liczby klas),

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Przypomnienie
00000e

n-torsja na rozmaitosci abelowej A:

Al ={PecA@): P+P+..+P=0}=(Z/n)*.

n

MWymiernos¢” punktéw torsyjnych kodowana jest przez reprezentacje Galois:

pee : Gal(Q/Q) — Aut(T,A) = Glog(Zy).

Po co badac¢ torsje?
o ciekawe rozszerzenia (odwrotny problem Galois, liczby klas),
o ciekawe reprezentacje (Wielkie Twierdzenie Fermata, modularnos¢).

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Przypomnienie
00000e

n-torsja na rozmaitosci abelowej A:

Al ={PecA@): P+P+..+P=0}=(Z/n)*.

n

MWymiernos¢” punktéw torsyjnych kodowana jest przez reprezentacje Galois:

pee : Gal(Q/Q) — Aut(T,A) = Glog(Zy).

Po co badac¢ torsje?

o ciekawe rozszerzenia (odwrotny problem Galois, liczby klas),

o ciekawe reprezentacje (Wielkie Twierdzenie Fermata, modularnos¢).
Jak wyglada obraz reprezentacji?

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Przypomnienie
00000e

n-torsja na rozmaitosci abelowej A:

Al ={PecA@): P+P+..+P=0}=(Z/n)*.

n

MWymiernos¢” punktéw torsyjnych kodowana jest przez reprezentacje Galois:
pPro - Gal(@/@) — Aut( TgA) = G|2g(Zg).

Po co badac¢ torsje?

o ciekawe rozszerzenia (odwrotny problem Galois, liczby klas),

o ciekawe reprezentacje (Wielkie Twierdzenie Fermata, modularnos¢).
Jak wyglada obraz reprezentacji?

Hipoteza (Mumforda—Tate'a)

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Przypomnienie
00000e

n-torsja na rozmaitosci abelowej A:

Al ={PecA@): P+P+..+P=0}=(Z/n)*.

n

MWymiernos¢” punktéw torsyjnych kodowana jest przez reprezentacje Galois:
pPro - Gal(@/@) — Aut( TgA) = G|2g(Zg).

Po co badac¢ torsje?

o ciekawe rozszerzenia (odwrotny problem Galois, liczby klas),

o ciekawe reprezentacje (Wielkie Twierdzenie Fermata, modularnos¢).
Jak wyglada obraz reprezentacji?

Hipoteza (Mumforda—Tate'a)

im PA, 4 =7

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Przypomnienie
00000e

n-torsja na rozmaitosci abelowej A:

Al ={PecA@): P+P+..+P=0}=(Z/n)*.

n

MWymiernos¢” punktéw torsyjnych kodowana jest przez reprezentacje Galois:
pPro - Gal(@/@) — Aut( TgA) = G|2g(Zg).

Po co badac¢ torsje?

o ciekawe rozszerzenia (odwrotny problem Galois, liczby klas),

o ciekawe reprezentacje (Wielkie Twierdzenie Fermata, modularnos¢).
Jak wyglada obraz reprezentacji?

Hipoteza (Mumforda—Tate'a)

(im PA 4o )Zar

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Przypomnienie
00000e

n-torsja na rozmaitosci abelowej A:

Al ={PecA@): P+P+..+P=0}=(Z/n)*.

n

MWymiernos¢” punktéw torsyjnych kodowana jest przez reprezentacje Galois:
pPro - Gal(@/@) — Aut( TgA) = G|2g(Zg).

Po co badac¢ torsje?

o ciekawe rozszerzenia (odwrotny problem Galois, liczby klas),

o ciekawe reprezentacje (Wielkie Twierdzenie Fermata, modularnos¢).
Jak wyglada obraz reprezentacji?

Hipoteza (Mumforda—Tate'a)

(im paeee)?2°

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Przypomnienie
00000e

n-torsja na rozmaitosci abelowej A:

Al ={PecA@): P+P+..+P=0}=(Z/n)*.

n

MWymiernos¢” punktéw torsyjnych kodowana jest przez reprezentacje Galois:
pPro - Gal(@/@) — Aut( TgA) = G|2g(Zg).

Po co badac¢ torsje?

o ciekawe rozszerzenia (odwrotny problem Galois, liczby klas),

o ciekawe reprezentacje (Wielkie Twierdzenie Fermata, modularnos¢).
Jak wyglada obraz reprezentacji?

Hipoteza (Mumforda—Tate'a)

(im pag=)?"° = MT(A) ® Q.

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Przypomnienie
00000e

n-torsja na rozmaitosci abelowej A:

Al ={PecA@): P+P+..+P=0}=(Z/n)*.

n

MWymiernos¢” punktéw torsyjnych kodowana jest przez reprezentacje Galois:

pee : Gal(Q/Q) — Aut(T,A) = Glog(Zy).

Po co badac¢ torsje?

o ciekawe rozszerzenia (odwrotny problem Galois, liczby klas),

o ciekawe reprezentacje (Wielkie Twierdzenie Fermata, modularnos¢).
Jak wyglada obraz reprezentacji?

Hipoteza (Mumforda—Tate'a)

(im pag=)?"° = MT(A) ® Q.

— pomost miedzy hipotezg Hodge'a a Tate'a dla rozmaitosci abelowych.

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
00000000

Gtéwne pytanie

Jak wyglada ¢-torsja oraz obraz py dla Jac(C), gdzie C : y* = f(x)?

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
00000000

Gtéwne pytanie

Jak wyglada ¢-torsja oraz obraz py dla Jac(C), gdzie C : y* = f(x)?

Przyktad: £ =2, degf =3

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
00000000

Gtéwne pytanie

Jak wyglada (-torsja oraz obraz py dla Jac(C), gdzie C : y* = f(x)?

Przyktad: ¢ =2, degf =3

2.5+

251
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Problem
00000000

Gtéwne pytanie

Jak wyglada (-torsja oraz obraz py dla Jac(C), gdzie C : y* = f(x)?

Przyktad: ¢ =2, degf =3

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
00000000

Gtéwne pytanie

Jak wyglada (-torsja oraz obraz py dla Jac(C), gdzie C : y* = f(x)?

Przyktad: ¢ =2, degf =3

E[2] = {Ov (X17 0)7 (X27 0)7 (X37 O)}7

gdzie x1, xo, x3 — miejsca zerowe x> + Ax + B.

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
0e000000

Gtéwne pytanie

Jak wyglada ¢-torsja oraz obraz py dla Jac(C), gdzie C : y* = f(x)?

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
0e000000

Gtéwne pytanie

Jak wyglada ¢-torsja oraz obraz py dla Jac(C), gdzie C : y* = f(x)?

Ogodlniejszy przypadek: Niech r := deg f, gdzie 2¢1 r.

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
0e000000

Gtéwne pytanie

Jak wyglada ¢-torsja oraz obraz py dla Jac(C), gdzie C : y* = f(x)?

Ogodlniejszy przypadek: Niech r := deg f, gdzie 2¢1 r.

Jac(C) jest rozmaitoscia abelowa typu IV, wymiaru 3(¢ —1)(r — 1). J

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
0e000000

Gtéwne pytanie

Jak wyglada ¢-torsja oraz obraz py dla Jac(C), gdzie C : y* = f(x)?

Ogodlniejszy przypadek: Niech r := deg f, gdzie 2¢1 r.

Jac(C) jest rozmaitoscia abelowa typu IV, wymiaru 3(¢ —1)(r — 1). J

Jezeli f(a) =0, to w grupie dywizoréw:

- ((a,0) — 00) = div(x — @),

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
0e000000

Gtéwne pytanie

Jak wyglada ¢-torsja oraz obraz py dla Jac(C), gdzie C : y* = f(x)?

Ogodlniejszy przypadek: Niech r := deg f, gdzie 2¢1 r.

Jac(C) jest rozmaitoscia abelowa typu IV, wymiaru 3(¢ —1)(r — 1). J

Jezeli f(a) =0, to w grupie dywizoréw:
?-((,0) — 00) = div(x — «),

czyli

(ar,0) — 00 € Jac(C)[4]. J

Jezeli £ = 2, to dostajemy cata /-torsje. Co dla ¢ > 27

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
[e]e] lelelele]e]

im PA e C G|2g(Zg)

Jakie ograniczenia mamy na im pa goo?

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
[e]e] lelelele]e]

im pa e C Gla—1)(Or)
Jakie ograniczenia mamy na im pa goo?
® na C:y' = f(x) dziata grupa p; wzorami:
(X7y) = (X7C€ y)

Zatem na Jac(C) dziata O := Z[(y], za$ na £>°-torsji Oy 1= Zy[(y]-

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
[e]e] lelelele]e]

im pae~ C GUy(,_1)(Ok)
Jakie ograniczenia mamy na im pg goo?
® na C:y’ = f(x) dziata grupa p, wzorami:
(X7y) = (X>C€ y)

Zatem na Jac(C) dziata O := Z[(y], za$ na £>°-torsji Oy := Z¢[(].

® dziatanie grupy Galois zachowuje forme unitarng (iloczyn Weila),

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
[e]e] lelelele]e]

im pa e C GUy(,1)(0) %"
Jakie ograniczenia mamy na im pg goo?
® na C:y’ = f(x) dziata grupa p, wzorami:
(X7y) = (X>C€ y)

Zatem na Jac(C) dziata O := Z[(y], za$ na £>°-torsji Oy := Z¢[(].
® dziatanie grupy Galois zachowuje forme unitarng (iloczyn Weila),
® na \-torsji (gdzie A :=1 — (;) dostajemy grupe Galois wielomianu f!

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
[e]e] lelelele]e]

_ Gal(f
im pa oo C GU2(r71)(O£)d:tl(61%J

Jakie ograniczenia mamy na im pa goo?
® na C:y' = f(x) dziata grupa j; wzorami:

(X>y)'_> (X>C€'y)'

Zatem na Jac(C) dziata O := Z[(y], za$ na £>°-torsji Oy := Z¢[(].
® dziatanie grupy Galois zachowuje forme unitarng (iloczyn Weila),
® na \-torsji (gdzie A :=1 — (;) dostajemy grupe Galois wielomianu f!

® warunek na wyznaczniki pyoo.

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



z 2 zypon Problem
[e]e] lelelele]e]

im pa g C GU2(r71)(O£)c?eatl(€%J (+)

Jakie ograniczenia mamy na im pa goo?
® na C:y' = f(x) dziata grupa j; wzorami:

(X,)/)'_> (X>C€'y)'

Zatem na Jac(C) dziata O := Z[(y], za$ na £>°-torsji Oy := Z¢[(].
® dziatanie grupy Galois zachowuje forme unitarng (iloczyn Weila),
® na \-torsji (gdzie A :=1 — (;) dostajemy grupe Galois wielomianu f!

® warunek na wyznaczniki pyoo.

Twierdzenie (JG, 2023)

Jezeli Gal(f) = S, oraz istnieje ideat pierwszy p w O taki ze
ordy(disc(f)) =1, to (x) jest rownoscia!

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
[e]e]e] lelele]e]

Co mozna powiedzie¢ o obrazie det o o py~ : Gal(Q/Q) — 0,7

Jedrzej Garnek o ! IE 12.09.24



Problem
[e]e]e] lelele]e]

Co mozna powiedzie¢ o obrazie det o o py~ : Gal(Q/Q) — 0,7

e naturalny kandydat” na obraz:

{deO) :d-del+(-(r—1)Z}

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
[e]e]e] lelele]e]

Co mozna powiedzie¢ o obrazie det o o py : Gal(Q/Q)?> — O 7

e naturalny kandydat” na obraz:
{deO; :d-del+1( (r—1)Z}

® teoria ciat klas:

* Gal(Q/Q)* ~ Ig/Q*, gdzie Iy := [],<. Q.
® det o (pe=) pochodzi od charakteru Heckego

X lo/Q* = Q&)

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
[e]e]e] lelele]e]

Co mozna powiedzie¢ o obrazie det o o pyee : Gal(Q/Q(¢r))*” — O)?

e naturalny kandydat” na obraz:
{deO; :d-del+1( (r—1)Z}

® teoria ciat klas:

* Gal(Q/Q(¢)) = L) /QCe)™ gdzie Tgc,) = ITy<o0 Q)T
® det o (pe=) pochodzi od charakteru Heckego

X g, /Q(C) ™ — Q&)™

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
[e]e]e] lelele]e]

Co mozna powiedzie¢ o obrazie det o o pyee : Gal(Q/Q(¢r))*” — O)?

e naturalny kandydat” na obraz:
{deO; :d-del+1( (r—1)Z}

® teoria ciat klas:

* Gal(Q/Q(¢)) = L) /QCe)™ gdzie Tgc,) = ITy<o0 Q)T
® det o (pe=) pochodzi od charakteru Heckego

X g, /Q(C) ™ — Q&)™

e typ nieskonczonosci” x jest wyznaczony przez py O HO(Q¢),

i jest réwny:
/-1

[I"

j=1
gdzie 0(¢¢) == Cé.

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
[e]e]e]e] Telele]

Co mozna powiedzie¢ o obrazie det o o pyee : Gal(Q/Q((r))*” — OF?

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
[e]e]e]e] Telele]

Co mozna powiedzie¢ o obrazie det o o pyee : Gal(Q/Q((r))*” — OF?

®  algebra liniowa™ detp o pygo ma skoriczony indeks w ,naturalnym
kandydacie” wtw. gdy det M, , # 0.

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
[e]e]e]e] Telele]

Co mozna powiedzie¢ o obrazie det o o pyee : Gal(Q/Q((r))*” — OF?

®  algebra liniowa™ detp o pygo ma skoriczony indeks w ,naturalnym
kandydacie” wtw. gdy det M, , # 0.
e formuta Hirabayashi'ego na wyznacznik macierzy Demjanenko, '98)

£—1
(-1)= -h, =1
det My, = Tg (rt—1)?
gdzie:

® h, to relatywna liczba klas dla Q(¢r),

® 1y to rzad multyplikatywny r mod ¢.

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



: 2 zypon Problem
[e]e]e]e] Telele]

Co mozna powiedzie¢ o obrazie det o o pyee : Gal(Q/Q((r))*” — OF?

®  algebra liniowa™ detp o pygo ma skoriczony indeks w ,naturalnym
kandydacie” wtw. gdy det M, , # 0.
e formuta Hirabayashi'ego na wyznacznik macierzy Demjanenko, '98)

£—1
—1) =2 - h, 14
( )226 E '(rrg_l) ZrZ’

det Mé,r =
gdzie:
® h, to relatywna liczba klas dla Q(¢r),
® 1y to rzad multyplikatywny r mod ¢.

Whiosek (JG, 2023)

Przy zatozeniach Twierdzenia, hipoteza MT (oraz Hodge'a i Tate'a)
zachodzi dla Jac(C)!

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
[e]e]e]ele] lele]

O dowodzie Twierdzenia

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
[e]e]e]ele] lele]

O dowodzie Twierdzenia

® "twierdzenie o podnoszeniu":

(Serre, ...) jezeli G C Gl,(Zy) jest domknigta podgrupa oraz
G (mod ¢) =Gl (Z/¢),

to G = G|r(Zg).

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
[e]e]e]ele] lele]

O dowodzie Twierdzenia

® "twierdzenie o podnoszeniu":
(JG) jezeli G € GU,(Oy) jest domknieta podgrupa oraz

G (mod ¢) = GU,(0Oy/0),

to G = GU,(0)).

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
[e]e]e]ele] lele]

O dowodzie Twierdzenia

® "twierdzenie o podnoszeniu":
(JG) jezeli G € GU,(Oy) jest domknieta podgrupa oraz

G (mod ) = GU,(O/N),

to G = GU,(0)).

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
[e]e]e]ele] lele]

O dowodzie Twierdzenia

® "twierdzenie o podnoszeniu":
(JG) jezeli G € GU,(Oy) jest domknieta podgrupa oraz

G (mod \?) = GU(Oy/)\?),

to G = GU,(0)).

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
[e]e]e]ele] lele]

O dowodzie Twierdzenia

® "twierdzenie o podnoszeniu":
(JG) jezeli G € GU,(Oy) jest domknieta podgrupa oraz

G (mod \?) = GU(Oy/)\?),

to G = GU,(0)).

e ,descent theory”: opis Q(Jac(C)[\?]), tzn.

Q(Cg,JaC(C)[)\z]) = Q(Cf7a17 <y Oy \Z/ Qj — Qj . I#J)v

gdzie a1, ..., a, — pierwiastki f.

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
00000080

Inne uwagi

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsj



Problem
00000080

Inne uwagi

® grupa Hodge'a (specjalna grupa Mumforda—Tate'a):
U(H1(Jac(C),Q), V)

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
00000080

Inne uwagi

® grupa Hodge'a (specjalna grupa Mumforda—Tate'a):
U(H1(Jac(C),Q), V)

® 7z dowodu hipotezy MT w tym przypadku wynika, ze
End(Jac(C)) = Z[¢/],

Jedrzej Garnek Wyktadnicza" torsja... 12.09.24



Problem
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Inne uwagi

® grupa Hodge'a (specjalna grupa Mumforda—Tate'a):
U(Hi(Jac(C),Q), V)
® 7z dowodu hipotezy MT w tym przypadku wynika, ze
End(Jac(C)) = Z[¢],
® hipoteza Hodge'a:
Twierdzenie (Ribet)
Jezeli E := End(Jac(C)) ® Q jest ciatem przemiennym oraz

MT (Jac(C)) = U(H1(Jac(C),Q), V),

to Jac(C) spetnia kryterium (1,1) (tzn. wszystkie klasy Hodge'a pochodza
od dywizoréw). W szczegélnosci spetnia hipoteze Hodge'a!
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Dziekuje za uwage!
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