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Krzywe algebraiczne

Obiektem moich badan sa krzywe algebraiczne, tzn.
jednowymiarowe obiekty zadane przez réwnania wielomianowe, np.

y?=x3—x.

Bedziemy rozwazali krzywe:
> gtadkie
(= bez ,ostrzy” i samoprzecie¢)
P> rzutowe
(= krzywe ,zwarte”)
» nad ciatami charakterystyki p, np. F, ={0,1,...,p—1}

(= ,modulo liczba pierwsza")



Krzywe w charakterystyce p
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“Klasyczna” krzywa y? = x3 — x Krzywa y? = x3

— x nad ]F1009

Krzywe nad F, maja liczne zastosowania w kryptografii:
zaréwno przy szyfrowaniu i zapewnianiu elektronicznych podpiséw,
jak i przy konstrukgji kodéw poprawiajacych btedy.



Kohomologie
Rozwazmy dwa niezmienniki krzywych:
> kohomologia de Rhama: Hl,(X),
> kohomologia Hodge'a: H}, (X).
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Kohomologie

Rozwazmy dwa niezmienniki krzywych:
> kohomologia de Rhama: Hl,(X),
> kohomologia Hodge'a: H}, (X).

Obydwa niezmienniki s3 pewnymi przestrzeniami wektorowymi.

Hll-ldg(X) = HO(X>QX) ® Hl(X>OX)
Har(X) == H'(X, Q%)

w( o )=C*

g dziur
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Kohomologie

GO

X — krzywa algebraiczna
GO

l

H}_,dg(X), Hlp(X) — niezmienniki krzywej
Problem badawczy

Zrozumie¢ strukture kohomologii

Hip(X) oraz

Hll-ldg(X)
jako G-moduféw.

W charakterystyce 0 problem jest catkowicie rozwigzany
(formuta Chevalleya-Weila, [7], 1934 r.)
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> albo dziki, tzn. jego reprezentacje s3 ,tak skomplikowane”, jak
dowolne pary macierzy nad ciatem, zatem ich klasyfikacja jest
niemozliwa.

Zagadnieniem tym zajmowat sie
m.in. prof. Daniel Simson,
badajac tg dychotomie m.in. w
kontekscie koalgebr oraz ich
zastosowan w teorii reprezentacji.




Co czyni ten problem trudnym?

Dla wielu klas obiektéw (grup, algebr, koalgebr, kotczanéw)
zachodzi nastepujaca dychotomia — obiekt jest:

» albo oswojony, tzn. nierozkfadalne reprezentacje w kazdym

wymiarze tworza skonczenie wiele rodzin parametryzowanych
jedna zmienna,

> albo dziki, tzn. jego reprezentacje s3 ,tak skomplikowane”, jak

dowolne pary macierzy nad ciatem, zatem ich klasyfikacja jest
niemozliwa.

Teoria reprezentacji grupy G nad ciatem charakterystyki p jest:

» oswojona wtw. gdy p-grupa Sylowa G jest cykliczna,
» dzika w przeciwnym wypadku.
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Motywacje

1. Klasyfikacja morfizméw miedzy krzywymi.

G b .

Graf izogenii krzywych eliptycznych wykorzystywany

w algorytmie kryptograficznym CSIDH.



Motywacje

1. Klasyfikacja morfizméw miedzy krzywymi.

2. Podnoszenie dziatan na krzywych do charakterystyki 0.

Niech X bedzie krzywa nad F, z dziataniem grupy G.

Czy X mozna podnies¢ do krzywej nad 7Z z dziataniem
grupy G?

Twierdzenie (Kontogeorgis, Terezakis, [6]):
G O X mozna podnies¢ wtw. gdy istnieje podniesienie
G O H(X,Qx) spetniajace pewien warunek.
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Motywacje

1.

Klasyfikacja morfizméw miedzy krzywymi.
Podnoszenie dziataih na krzywych do charakterystyki 0.
Jak wygladaja reprezentacje grupy G uzyskane

z kohomologii krzywych?

Czy peten opis kohomologii krzywych jest wykonalnym

problemem?

HLo(X) ~ informacja o p-torsji Jakobianéw krzywych.



Nakrycia

Rozwazanie krzywej X wraz z dziataniem grupy G jest réwnowazne
z rozwazaniem nakrycia krzywych 7 : X — Y.

Krzywa Y := X/G jest wtedy przestrzenia orbit dziatania.

s P L —
A S

nxl_




Nakrycia

Rozwazanie krzywej X wraz z dziataniem grupy G jest réwnowazne
z rozwazaniem nakrycia krzywych 7 : X — Y.

Na obrazku widzimy przypadek #G = 4.




Nakrycia

Rozwazanie krzywej X wraz z dziataniem grupy G jest réwnowazne
z rozwazaniem nakrycia krzywych 7 : X — Y.

Zauwazmy, ze:
» nad prawie kazdym punktem Y s3 #G punkty X,
» pozostate punkty to tzw. punkty rozgatezienia.

T S~
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ZWYKLY PUNKT PUNKTY ROZGALEZIENIA



Nakrycia Artina—Schreiera

Kazde 7Z/p-nakrycie prostej rzutowej P! w charakterystyce p
jest postaci:

X :yP —y=h(x),
gdzie dziatanie Z/p jest zadane przez (x,y) — (x,y + 1).

DA
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Nakrycia Artina—Schreiera

Kazde 7Z/p-nakrycie prostej rzutowej P! w charakterystyce p
jest postaci:
X :yP —y = h(x),

gdzie dziatanie Z/p jest zadane przez (x,y) — (x,y + 1).
Punkty rozgatezienia 7 : X — P! odpowiadaja biegunom funkcji h *

* (jezeli rzedy biegunoéw h sa niepodzielne przez p)
Whiosek

W charakterystyce p prosta afiniczna A jest ,dziurawa”:

mi (A1) # 0!
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Rozktad na czes¢ globalng i lokalna

[JG, [3]] Jesli grupa G dziata na krzywej X, to:

dimy Hjr(X)® — dimi Hye (X)¢ = >~ dp.
PeX (k)

Mozna zatem przypuszczaé, ze jako k[G]-moduty

HIR(X) = czesé globalna @ czesci lokalne,
H,l_,dg(X ) = czescé globalna @ czedci lokalne,

gdzie:
> czesci globalne zaleza tylko od , ksztattu” nakrycia
(stabilizatoréw i genusu krzywej X/G) i sa takie
same dla obu kohomologii,
> czesci lokalne zalezg tylko od "ininitezymalnego otoczenia"
punktéw rozgatezienia.



Rozktad na czesci globalne i lokalne

Gféwna teza prac [1] oraz [2] dotyczy rozktadu Hls(X) oraz
H,l_,dg(X) na pewne czesci lokalne i globalne. Wyttumaczymy, w
jaki sposéb interpretowac czesci lokalne na przykfadzie konkretnego
Va-nakrycia w charakterystyce 2, gdzie:

Va4 = 17/2 x Z,/2.



Przyktad — nakrycia Kleina

V4-nakrycie P! nad Fo:

Xy +yw=x3+

L RAn=rt
(x —1)"’ ! s
Punkty rozgatezienia 7 to 0,




Przyktad — nakrycia Kleina

V4-nakrycie P! nad Fo:

1 1
X:y§+yo=x3+m, y12+y1=x5+;.

Punkty rozgatezienia 7 to 0, 1, oc.
Bedziemy pracowali "w infinitezymalnym otoczeniu punktu 0".
Kazda funkcja regularna w 0 jest postaci s?+s dla s € Fo[[x]].

Mozemy zatem dodaé¢ do zmiennych pewien szereg potegowy,
uzyskujac:

1 1
Yoty =x +(X_1)7, Yitwn x+X5.



Przyktad — nakrycia Kleina

V4-nakrycie P! nad Fo:

1 1
X:y§+yo=x3+m, y12+y1=x5+;.

Punkty rozgatezienia 7 to 0, 1, oc.
Bedziemy pracowali "w infinitezymalnym otoczeniu punktu 0".
Kazda funkcja regularna w 0 jest postaci s?+s dla s € Fo[[x]].

Mozemy zatem dodaé¢ do zmiennych pewien szereg potegowy,
uzyskujac:

Yoo + Yo =0x . V= —
0 0 })‘(ﬁ, 1 5
1

A 2 _ .3
Yo =Yots, STt+s=x +W



Przyktad — nakrycia Kleina

V4-nakrycie P! nad Fo:

1 1
X:y§+yo=x3+m, y12+y1=x5+;.

Punkty rozgatezienia 7 to 0, 1, oc.
Bedziemy pracowali "w infinitezymalnym otoczeniu punktu 0".
Kazda funkcja regularna w 0 jest postaci s?+s dla s € Fo[[x]].

Mozemy zatem dodaé¢ do zmiennych pewien szereg potegowy,
uzyskujac:

~ ~ 1
)’02-1—}’0:0%, A= %—



Przyktad — nakrycia Kleina

V4-nakrycie P! nad Fo:

1 1
X:y§+yo=x3+m, y12+y1=x5+;.

Punkty rozgatezienia 7 to 0, 1, oc.
Bedziemy pracowali "w infinitezymalnym otoczeniu punktu 0".
Kazda funkcja regularna w 0 jest postaci s?+s dla s € Fo[[x]].

Mozemy zatem dodaé¢ do zmiennych pewien szereg potegowy,
uzyskujac:

- - 1 - - 1
Yoo+ Yo =0x %, N+ =%
(x = X
Te réwnania okreslaja krzywa X, /Fa:

1
Xo:¥g +y =0, y12+y1:;-



Przyktad — nakrycia Kleina

V4-nakrycie P! nad Fo:

1 1
X:yg+y0=X3+—(X_l)77 y12+y1:x5+;.

Podobnie konstruujemy krzywe dla | oraz ~c:
I -1
XO Yo +.y0207 y1+y1:;7
Xoo g + Y0 =%, ¥+ =x".

Krzywe Xo, 1, X.. sa Vs-nakryciami PL. Intuicyjnie, przyblizaja
one 7 : X — Y wokét odpowiednio 0, | oraz oc.



Przyktad — nakrycia Kleina

V4-nakrycie P! nad Fo:

1 1
X:yg—l—yo:xa—l—m, y12—|—y1=x5—|—;.

Obliczajac recznie bazy kohomologii Xy, |, X, oraz X mozna
pokaza¢, ze jako F2[V4]-moduty:

gdzie Ny ;, M3 ; — nierozktadalne F»[V4]-moduty wymiaréw 2, 3.



Przyktad — nakrycia Kleina

V4-nakrycie P! nad Fo:

1 1
X:yg—l—yo:xa—l—m, y12—|—y1=x5—|—;.

Obliczajac recznie bazy kohomologii Xp, 1, X.. oraz X mozna
pokazac¢, ze jako F»[V4]-moduty:
Hag(X0) = N3
Hag( 1) =
Hip(Xs) 2 N3 o & M3y & Ms o
HtliR(X) = Noo® Noy @ Nﬁ‘,o <) &) N22,0 DMz @ Mo

gdzie Ny ;, M3 ; — nierozktadalne F»[V4]-moduty wymiaréw 2, 3.



Nakrycia HKG

G — p-grupa, m: X — Y — G-nakrycie w charakterystyce p

Nakrycie Harbatera—Katza—Gabbera zwigzane z X w punkcie
Q € Y(k) to G-nakrycie Xg — P! rozgatezione tylko nad oo i
takie, ze

(/9\X7Q = @XQ,OO z dziataniem G.



Nakrycia HKG
G — p-grupa, m: X — Y — G-nakrycie w charakterystyce p

Nakrycie Harbatera—Katza—Gabbera zwigzane z X w punkcie
Q € Y(k) to G-nakrycie Xg — P! rozgatezione tylko nad oo i

takie, ze
Ox,@ = Oxg,00 z dziataniem G.

Nakrycia HKG s3 kluczowym narzedziem przy badaniu lokalnych
dziafan i teorii deformacji krzywych z dziataniem grupy.
W szczegédlnosci, odgrywaja kluczowa role w dowodzie hipotezy

Oorta.



Nakrycia HKG

G — p-grupa, m: X — Y — G-nakrycie w charakterystyce p

Nakrycie Harbatera—Katza—Gabbera zwigzane z X w punkcie
Q € Y(k) to G-nakrycie Xg — P! rozgatezione tylko nad oo i
takie, ze N R

Ox,0 = Oxg,00

7 dziataniem G.

U

Jezeli Q € Y(k) nie jest punktem rozgatezienia, to

Xo=| |P* - P
G




Gtéwny wynik

Niech:
Ix/y = ker (Z : EB lg,co — /<[G]>7

Q — pkt
rozg.

gdzie /g oznacza ideat augmentacji, zas I y := ker(lg — Ig/H)-



Gtéwny wynik

Niech:
Ix/y = ker <Z : @ lg,co — /([G]>7

Q — pkt
rozg.

gdzie /g oznacza ideat augmentacji, zas I y := ker(lg — Ig/H)-

Twierdzenie (JG, [1], [2])

Dla generycznej krzywej X z dziataniem p-grupy G w charak-
terystyce p:

Hi(X) = KIGIEY @ Iy @ 1)y & €D HiR(Xo),

Q — pkt
rozg.
1 ~ 2 v 1
Hhgg(X) = k[GI® @ Ix )y @ Ix )y & D Higg(Xa) -
e Qrgzg{t czesci lokalne




. L, . 1 1
Zastosowanie nr 1 — poréwnanie Hy, oraz Hy,

Dla generycznej krzywej X z dziataniem grupy G, nastepujace
warunki s3 réwnowazne

> Hig(X) 2 Hhy,(X) jako k[Gl-moduty,
» dziatanie G jest stabo rozgatezione, tzn.

Gpo =0 Vpex(k):-

Dowéd:
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Zastosowanie nr 1 — poréwnanie Hy, oraz Hy,

Dla generycznej krzywej X z dziataniem grupy G, nastepujace
warunki s3 réwnowazne

> Hig(X) 2 Hhy,(X) jako k[Gl-moduty,
» dziatanie G jest stabo rozgatezione, tzn.

Gpo =0 Vpex(k):-

Dowéd:
(=) Obliczamy G-niezmienniki.

<) Jezell Gpo =0, to = oraz
Jezeli Gp =0, to Xg P!

Hir(Xq) = Hiigg(Xq) = 0.



Zastosowanie nr 2 — kohomologie Z/p- i V,-nakryc¢
Whiosek (JG, 2022)

Dla ,tadnej” krzywej z dziataniem Z/p:

Hir(X) = k[G]?®" @ I¢
Dowdéd:

DA



Zastosowanie nr 2 — kohomologie Z/p- i V,-nakryc¢
Whiosek (JG, 2022)

Dla ,tadnej” krzywej z dziataniem Z/p:

HiR(X)  KGI® @ IL.

Dowdd: obliczenie kohomologii HKG-nakry¢ dla Z/p:

yP—y=x"

DA



Zastosowanie nr 2 — kohomologie Z/p- i V,-nakryc¢

Whiosek (JG, 2022)

Dla ,tadnej” krzywej z dziataniem Z/p:

HiR(X)  KGI® @ IL.

Dowdd: obliczenie kohomologii HKG-nakry¢ dla Z/p:

yP—y=x"

Whiosek (JG, 2023)

Opis kohomologii de Rhama V4 nakry¢ w charakterystyce 2.

(sa one ztozone z 7 ,cegietek”)

DA



Zastosowanie nr 3 —  cegietki” kohomologii

Pytanie: Z jakich ,cegietek” ztozone sa kohomologie krzywych?
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Pytanie: Z jakich ,cegietek” ztozone sa kohomologie krzywych?

Niech p > 2. Ustalmy grupe G, ktérej p-podgrupa Sy-
lowa jest cykliczna. Istnieje nieskoniczenie wiele klas izomor-
fizmu nierozktadalnych sktadnikéw prostych, ktére moga sie po-
jawi¢ w kohomologii Hodge'a/de Rhama G-nakrycia w charak-

terystyce p.



Zastosowanie nr 3 —  cegietki” kohomologii

Pytanie: Z jakich ,cegietek” ztozone sa kohomologie krzywych?

Niech p > 2. Ustalmy grupe G, ktérej p-podgrupa Sy-
lowa jest cykliczna. Istnieje nieskoniczenie wiele klas izomor-
fizmu nierozktadalnych sktadnikéw prostych, ktére moga sie po-
jawi¢ w kohomologii Hodge'a/de Rhama G-nakrycia w charak-

terystyce p.

Dowdéd: kohomologie HKG-nakry¢ dla Z/p x Z/p oraz
Twierdzenie.



Twierdzenie (w przygotowaniu)

Dla dowolnej krzywej X z dziataniem p-grupy G
w charakterystyce p:

Hiigg(X) = K[G]P2E& =D & Iy )y & Iy ® @ Har(Xq),
Q

gdzie:
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w charakterystyce p:

Hiigg(X) = K[G]P2E& =D & Iy )y & Iy ® @ Har(Xq),
Q

gdzie:
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Hiigg(X) = K[G]P2E& =D & Iy )y & Iy ® @ Har(Xq),
Q
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> /X/Y = ker (Z Du : @ IG,GQ D k[G]d — IG) ,

Q
» Goom = <GQ Q€ B>: Get := G/Gramy
(X/Gram—Y — najwieksze nierozg. podnakrycie X—Y')




Twierdzenie (w przygotowaniu)

Dla dowolnej krzywej X z dziataniem p-grupy G
w charakterystyce p:

Hiigg(X) = K[G]P2E& =D & Iy )y & Iy ® @ Har(Xq),
Q

gdzie:

> /X/Y = ker (Z Du : @ IG,GQ D k[G]d — IG) ,

Q
» Goom = <GQ Q€ B>: Get := G/Gramy
(X/Gram—Y — najwieksze nierozg. podnakrycie X—Y')

» d - liczba generatoréw grupy Ge:.
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