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Krzywe algebraiczne

Obiektem moich bada« s¡ krzywe algebraiczne, tzn.
jednowymiarowe obiekty zadane przez równania wielomianowe, np.

y2 = x3 − x .

B¦dziemy rozwa»ali krzywe:

▶ gªadkie

(= bez �ostrzy� i samoprzeci¦¢)

▶ rzutowe

(= krzywe �zwarte�)

▶ nad ciaªami charakterystyki p, np. Fp = {0, 1, . . . , p − 1}
(= �modulo liczba pierwsza�)
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Krzywe w charakterystyce p

�Klasyczna� krzywa y2 = x3 − x Krzywa y2 = x3 − x nad F1009

Krzywe nad Fp maj¡ liczne zastosowania w kryptogra�i:
zarówno przy szyfrowaniu i zapewnianiu elektronicznych podpisów,
jak i przy konstrukcji kodów poprawiaj¡cych bª¦dy.



Kohomologie

Rozwa»my dwa niezmienniki krzywych:

▶ kohomologia de Rhama: H1

dR(X ),

▶ kohomologia Hodge'a: H1

Hdg (X ).

Obydwa niezmienniki s¡ pewnymi przestrzeniami wektorowymi.

De�nicja

H1

Hdg (X ) := H0(X ,ΩX )⊕ H1(X ,OX )

H1

dR(X ) := H1(X ,Ω•
X )
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Kohomologie

G ⟳ X � krzywa algebraiczna

G ⟳ H1

Hdg (X ),H1

dR(X ) � niezmienniki krzywej

Problem badawczy

Zrozumie¢ struktur¦ kohomologii

H1

dR(X ) oraz H1

Hdg (X )

jako G -moduªów.

W charakterystyce 0 problem jest caªkowicie rozwi¡zany
(formuªa Chevalleya�Weila, [7], 1934 r.)
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Co czyni ten problem trudnym?

Dla wielu klas obiektów (grup, algebr, koalgebr, koªczanów)
zachodzi nast¦puj¡ca dychotomia � obiekt jest:

▶ albo oswojony, tzn. nierozkªadalne reprezentacje w ka»dym
wymiarze tworz¡ sko«czenie wiele rodzin parametryzowanych
jedn¡ zmienn¡,

▶ albo dziki, tzn. jego reprezentacje s¡ �tak skomplikowane�, jak
dowolne pary macierzy nad ciaªem, zatem ich klasy�kacja jest
niemo»liwa.
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Teoria reprezentacji grupy G nad ciaªem charakterystyki p jest:

▶ oswojona wtw. gdy p-grupa Sylowa G jest cykliczna,

▶ dzika w przeciwnym wypadku.



Motywacje

1. Klasy�kacja mor�zmów mi¦dzy krzywymi.

2. Podnoszenie dziaªa« na krzywych do charakterystyki 0.

3. Jak wygl¡daj¡ reprezentacje grupy G uzyskane
z kohomologii krzywych?

Czy peªen opis kohomologii krzywych jest wykonalnym
problemem?

4. H1

dR(X ) ⇝ informacja o p-torsji Jakobianów krzywych.
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Nakrycia

Rozwa»anie krzywej X wraz z dziaªaniem grupy G jest równowa»ne
z rozwa»aniem nakrycia krzywych π : X → Y .

Krzywa Y := X/G jest wtedy przestrzeni¡ orbit dziaªania.
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Rozwa»anie krzywej X wraz z dziaªaniem grupy G jest równowa»ne
z rozwa»aniem nakrycia krzywych π : X → Y .

Na obrazku widzimy przypadek #G = 4.



Nakrycia

Rozwa»anie krzywej X wraz z dziaªaniem grupy G jest równowa»ne
z rozwa»aniem nakrycia krzywych π : X → Y .

Zauwa»my, »e:

▶ nad prawie ka»dym punktem Y s¡ #G punkty X ,

▶ pozostaªe punkty to tzw. punkty rozgaª¦zienia.



Nakrycia Artina�Schreiera

Fakt

Ka»de Z/p-nakrycie prostej rzutowej P1 w charakterystyce p
jest postaci:

X : yp − y = h(x),

gdzie dziaªanie Z/p jest zadane przez (x , y) 7→ (x , y + 1).

Punkty rozgaª¦zienia π : X → P1 odpowiadaj¡ biegunom funkcji h ∗
∗ (je»eli rz¦dy biegunów h s¡ niepodzielne przez p)

Wniosek

W charakterystyce p prosta a�niczna A1 jest �dziurawa�:

π1(A1) ̸= 0!
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Rozkªad na cz¦±¢ globaln¡ i lokaln¡

[JG, [3]] Je±li grupa G dziaªa na krzywej X , to:

dimk H
1

dR(X )G − dimk H
1

Hdg (X )G =
∑

P∈X (k)

δP .

Mo»na zatem przypuszcza¢, »e jako k[G ]-moduªy

H1

dR(X ) ∼= cz¦±¢ globalna ⊕ cz¦±ci lokalne,

H1

Hdg (X ) ∼= cz¦±¢ globalna ⊕ cz¦±ci lokalne,

gdzie:

▶ cz¦±ci globalne zale»¡ tylko od �ksztaªtu� nakrycia
(stabilizatorów i genusu krzywej X/G ) i s¡ takie
same dla obu kohomologii,

▶ cz¦±ci lokalne zale»¡ tylko od "ininitezymalnego otoczenia"
punktów rozgaª¦zienia.
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Rozkªad na cz¦±ci globalne i lokalne

Gªówna teza prac [1] oraz [2] dotyczy rozkªadu H1

dR(X ) oraz
H1

Hdg (X ) na pewne cz¦±ci lokalne i globalne. Wytªumaczymy, w
jaki sposób interpretowa¢ cz¦±ci lokalne na przykªadzie konkretnego
V4-nakrycia w charakterystyce 2, gdzie:

V4 := Z/2× Z/2.



Przykªad � nakrycia Kleina

Przykªad

V4-nakrycie P1 nad F2:

X : y20 + y0 = x3 +
1

(x − 1)7
, y21 + y1 = x5 +

1

x5
.

Punkty rozgaª¦zienia π to 0, 1, ∞.

B¦dziemy pracowali "w in�nitezymalnym otoczeniu punktu 0".
Ka»da funkcja regularna w 0 jest postaci s2+s dla s ∈ F2[[x ]].
Mo»emy zatem doda¢ do zmiennych pewien szereg pot¦gowy,
uzyskuj¡c:
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2 + ỹ0 = 0

�������XXXXXXX
x3 +

1
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1
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ỹ0 := y0 + s, s2 + s = x3 +
1

(x − 1)7
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Przykªad

V4-nakrycie P1 nad F2:

X : y20 + y0 = x3 +
1

(x − 1)7
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1

x5
.

Punkty rozgaª¦zienia π to 0, 1, ∞.
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x3 +

1

(x − 1)7
, ỹ1
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��HHHx5+
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Te równania okre±laj¡ krzyw¡ X0/F2:

X0 : y
2

0 + y0 = 0, y21 + y1 =
1

x5
.



Przykªad � nakrycia Kleina

Przykªad

V4-nakrycie P1 nad F2:

X : y20 + y0 = x3 +
1

(x − 1)7
, y21 + y1 = x5 +

1

x5
.

Podobnie konstruujemy krzywe dla 1 oraz ∞:

X0 :ỹ
2

0 + ỹ0 = 0, ỹ21 + ỹ1 =
1

x5
,

X1 :y
2

0 + y0 =
1

(x − 1)7
, y21 + y1 = 0,

X∞ :y20 + y0 = x3, y21 + y1 = x5.

Krzywe X0, X1, X∞ s¡ V4-nakryciami P1. Intuicyjnie, przybli»aj¡
one π : X → Y wokóª odpowiednio 0, 1 oraz ∞.



Przykªad � nakrycia Kleina

Przykªad

V4-nakrycie P1 nad F2:

X : y20 + y0 = x3 +
1

(x − 1)7
, y21 + y1 = x5 +

1

x5
.

Obliczaj¡c r¦cznie bazy kohomologii X0, X1, X∞ oraz X mo»na
pokaza¢, »e jako F2[V4]-moduªy:

H1

dR(X0) ∼= N4

2,0

H1

dR(X1) ∼= N6

2,1

H1

dR(X∞) ∼= N2

2,0 ⊕M3,1 ⊕M3,2

H1

dR(X ) ∼= N7

2,0 ⊕ N7

2,1 ⊕M3,1 ⊕M3,2...............................

gdzie N2,i , M3,i � nierozkªadalne F2[V4]-moduªy wymiarów 2, 3.
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Nakrycia HKG

G � p-grupa, π : X → Y � G -nakrycie w charakterystyce p

De�nicja

Nakrycie Harbatera�Katza�Gabbera zwi¡zane z X w punkcie
Q ∈ Y (k) to G -nakrycie XQ → P1 rozgaª¦zione tylko nad ∞ i
takie, »e

ÔX ,Q
∼= ÔXQ ,∞ z dziaªaniem G .
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G � p-grupa, π : X → Y � G -nakrycie w charakterystyce p

De�nicja

Nakrycie Harbatera�Katza�Gabbera zwi¡zane z X w punkcie
Q ∈ Y (k) to G -nakrycie XQ → P1 rozgaª¦zione tylko nad ∞ i
takie, »e

ÔX ,Q
∼= ÔXQ ,∞ z dziaªaniem G .

Nakrycia HKG s¡ kluczowym narz¦dziem przy badaniu lokalnych
dziaªa« i teorii deformacji krzywych z dziaªaniem grupy.
W szczególno±ci, odgrywaj¡ kluczow¡ rol¦ w dowodzie hipotezy
Oorta.



Nakrycia HKG

G � p-grupa, π : X → Y � G -nakrycie w charakterystyce p

De�nicja

Nakrycie Harbatera�Katza�Gabbera zwi¡zane z X w punkcie
Q ∈ Y (k) to G -nakrycie XQ → P1 rozgaª¦zione tylko nad ∞ i
takie, »e

ÔX ,Q
∼= ÔXQ ,∞ z dziaªaniem G .

Przykªad

Je»eli Q ∈ Y (k) nie jest punktem rozgaª¦zienia, to

XQ =
⊔
G

P1 → P1.



Gªówny wynik

Niech:

IX/Y := ker

(∑
:

⊕
Q � pkt
rozg.

IG ,GQ
→ k[G ]

)
,

gdzie IG oznacza ideaª augmentacji, za± IG ,H := ker(IG → IG/H).

Twierdzenie (JG, [1], [2])

Dla generycznej krzywej X z dziaªaniem p-grupy G w charak-
terystyce p:

H1

dR(X ) ∼= k[G ]2gY ⊕ IX/Y ⊕ I∨X/Y ⊕
⊕

Q � pkt
rozg.

H1

dR(XQ),

H1

Hdg (X ) ∼= k[G ]2gY ⊕ IX/Y ⊕ I∨X/Y︸ ︷︷ ︸
cz¦±¢ globalna

⊕
⊕

Q � pkt
rozg.

H1

Hdg (XQ)︸ ︷︷ ︸
cz¦±ci lokalne

.
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Zastosowanie nr 1 � porównanie H1
dR oraz H1

Hdg

Wniosek (JG, 2023)

Dla generycznej krzywej X z dziaªaniem grupy G , nast¦puj¡ce
warunki s¡ równowa»ne

▶ H1

dR(X ) ∼= H1

Hdg (X ) jako k[G ]-moduªy,

▶ dziaªanie G jest sªabo rozgaª¦zione, tzn.
GP,2 = 0 ∀P∈X (k).

Dowód:

(⇒) Obliczamy G -niezmienniki.

(⇐) Je»eli GP,2 = 0, to XQ =
⊔

G P1 oraz

H1

dR(XQ) = H1

Hdg (XQ) = 0.
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Zastosowanie nr 2 � kohomologie Z/p- i V4-nakry¢

Wniosek (JG, 2022)

Dla �ªadnej� krzywej z dziaªaniem Z/p:

H1

dR(X ) ∼= k[G ]2gY ⊕ I rG .

Dowód:

obliczenie kohomologii HKG-nakry¢ dla Z/p:

yp − y = xm.

Wniosek (JG, 2023)

Opis kohomologii de Rhama V4 nakry¢ w charakterystyce 2.
(s¡ one zªo»one z 7 �cegieªek�)
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Zastosowanie nr 3 � �cegieªki� kohomologii

Pytanie: Z jakich �cegieªek� zªo»one s¡ kohomologie krzywych?

Wniosek (JG, [4], 2024)

Niech p > 2. Ustalmy grup¦ G , której p-podgrupa Sy-
lowa jest cykliczna. Istnieje niesko«czenie wiele klas izomor-
�zmu nierozkªadalnych skªadników prostych, które mog¡ si¦ po-
jawi¢ w kohomologii Hodge'a/de Rhama G -nakrycia w charak-
terystyce p.

Dowód: kohomologie HKG-nakry¢ dla Z/p × Z/p oraz
Twierdzenie.
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Twierdzenie (w przygotowaniu)

Dla dowolnej krzywej X z dziaªaniem p-grupy G
w charakterystyce p:

H1

Hdg (X ) ∼= k[G ]⊕2(gY−d) ⊕ IX/Y ⊕ I∨X/Y ⊕
⊕
Q

H1

dR(XQ),

gdzie:

▶ IX/Y := ker

∑
⊕µ :

⊕
Q

IG ,GQ
⊕ k[G ]d → IG

,

▶ Gram := ⟨GQ : Q ∈ B⟩, Get := G/Gram,

(X/Gram→Y � najwi¦ksze nierozg. podnakrycie X→Y )

▶ d � liczba generatorów grupy Get .
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