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Analogia

Rozwazmy liczby Fibonacciego:
Fo=0, F=1, Fupo=Fpp1+F,

Sa to kolejno:
0,1,1,2,3,5,8,13,

Czy to mozliwe, ze wszystkie te liczby sg postaci:

22.3b.5¢. 1397

(tzw. liczby 13-gtadkie)
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Analogia

Rozwazmy liczby Fibonacciego:
F0207 F1:17 Fn+2:Fn+1+Fn

S3 to kolejno:
0,1,1,2,3,5,8,13,21,. ..

Czy zbiér:

CEGIELKI((Fp)n) := {p € P: p|F, dla pewnego n}

Jjest skonczony?
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Analogia

Rozwazmy liczby Fibonacciego:
F0207 F1:17 Fn+2:Fn+1+Fn

S3 to kolejno:
0,1,1,2,3,5,8,13,21,. ..

Czy zbiér:

CEGIELKI((Fp)n) := {p € P: p|F, dla pewnego n}

Jjest skonczony?

Twierdzenie Carmichaela (1913): NIE!
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Analogia
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Co bedziemy potrzebowaé do zrozumienia witasciwego problemu?
® reprezentacja grupy,
® krzywa algebraiczna,

® kohomologie.
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Symetrie

W wielu dziedzinach nauki badamy rozmaite obiekty, uwzgledniajac ich
symetrie jako wazng czes¢ ich struktury. Filozofia ta znajduje zastosowanie
np. gdy rozwazamy czasteczke chemiczng lub uktad fizyczny.

W matematyce takie podejscie formalizuje sie, uzywajac takich pojec jak
grupa, dziatanie grupy na zbiorze lub reprezentacja grupy.
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Symetrie
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Dziatanie grupy na zbiorze

GxX—=X, (g,x) — g x,

gdzie:
e g (hx)=(g-h)-x
® e-X=X.

Przykfady:

® D,, dziata na zbiorze wierzchotkéw n-kata foremnego,
® S, dziata na zbiorze {1,...,n},

® grupa macierzy odwracalnych Gl,(R) dziata na R”".
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Reprezentacja grupy

Trzy definicje o réznym stopniu trudnosci ©
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Reprezentacja grupy

Trzy definicje o réznym stopniu trudnosci ©

® zakodowanie kazdego elementu grupy jako pewng macierz,
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Reprezentacja grupy

Trzy definicje o réznym stopniu trudnosci ©

® zakodowanie kazdego elementu grupy jako pewng macierz,

® dziatanie G na R” takie, ze dla v,v5, v, € R", a € R:

g +w)=g-vi+g-wv, g-(av)=a (g-v)
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Reprezentacja grupy

Trzy definicje o réznym stopniu trudnosci ©

® zakodowanie kazdego elementu grupy jako pewng macierz,

® dziatanie G na R” takie, ze dla v,v5, v, € R", a € R:

g +w)=g-vi+g-wv, g-(av)=a (g-v)

® homomorfizm f : G — GI,(R).
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Reprezentacja grupy

Trzy definicje o réznym stopniu trudnosci ©

® zakodowanie kazdego elementu grupy jako pewng macierz,

® dziatanie G na R” takie, ze dla v,v5, v, € R", a € R:

g +w)=g-vi+g-wv, g-(av)=a (g-v)

® homomorfizm f : G — GI,(R).

Wspétczynniki macierzy moga naleze¢ np. do C,F, lub F),.
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Przyktad:
dla G = Z/n reprezentacja jest wyznaczona przez dowolna macierz
A € My(C) taka, ze

A" = Iy.

Przyktadowo:
A =diag(¢h, ... ¢k).
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Przyktad:

G =Dy, ={e,r, P2 " s s s ,sr"il}

=(s,r:rm=es*=e, srs=r1)

S (é _01>
N (cos(27r/n) —sin(27r/n)>.

sin(2r/n)  cos(27/n)

Reprezentacja:
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Przyktad:
G=25;3

Reprezentacja V:
[0 1 0]
(1,2,3)— (0 0 1
|1 0 0]
[0 1 0]
(1,2)—~ {1 0 0
10 0 1]

(tzn. o- (xl,xQ,X3) = (Xg(1)7XU(2)aXU(3)))
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Po co nam reprezentacje

® pomagaja lepiej zrozumie¢ badany obiekt, uwzgledniajac jego symetrie,

® pomagaja lepiej zrozumie grupe.
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Reprezentacje mozna jednoznacznie roztozyé¢ na ,cegietki”
— reprezentacje nierozkfadalne.

Przyktad: dla G = 53, V = R3:

V={(a,a,a):a € R} ® {(x1,x2,x3) €R®: x; + x0 + x3 = 0}
=Vi® Vy,
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Reprezentacje mozna jednoznacznie roztozyé¢ na ,cegietki”
— reprezentacje nierozkfadalne.

Przyktad: dla G = 53, V = R3:

V={(a,a,a):a € R} ® {(x1,x2,x3) €R®: x; + x0 + x3 = 0}
=Vi® Vy,

gdzie dim V4 =1, dim V, = 2.
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Reprezentacje mozna jednoznacznie roztozyé¢ na ,cegietki”
— reprezentacje nierozkfadalne.

Przyktad:
dla G = Z/n istnieje n reprezentacji nierozktadalnych nad C. Sa one
wymiaru 1. Maja postac:

Vi: Z/n> 1 [¢H e My(C)

dla k=0,...,n.
Reprezentacja zadana przez A = diag(¢X, .. .,C,lf") rozktada sie na:
VklEB...@ de.
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Reprezentacje mozna jednoznacznie roztozyé¢ na ,cegietki”
— reprezentacje nierozkfadalne.

Przyktad:
dla G = Z/p istnieje p reprezentacji nierozktadalnych nad IF,. Maja postac:
(1 1.0 -+ 0]
0 11 0
Z/p> Lttt o € M(Fp)
000 1 1
0 0 0 1

dlak=0,...,p.
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Reprezentacje mozna jednoznacznie roztozyé¢ na ,cegietki”
— reprezentacje nierozkfadalne.

Przyktad:
dla G = Z/p x Z/p istnieje nieskoficzenie wiele reprezentacji nad [Fp,.

Wiadomo, ze
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Reprezentacje mozna jednoznacznie roztozyé¢ na ,cegietki”
— reprezentacje nierozkfadalne.

Przyktad:
dla G = Z/p x Z/p istnieje nieskoficzenie wiele reprezentacji nad [Fp,.
Wiadomo, ze NIE DA SIE ICH SKLASYFIKOWAC!
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00000000

Krzywe algebraiczne
Obiektem moich badan sa krzywe algebraiczne, tzn. jednowymiarowe
obiekty zadane przez réwnania wielomianowe, np. y? = x3 — x.

Bedziemy rozwazali krzywe:
® modulo liczba pierwsza
(= ,skoriczone” krzywe)
® rzutowe
(= krzywe, ktérym nie brakuje punktéw)
e gtadkie
(= bez ,ostrzy”)
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Krzywe algebraiczne
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Krzywe modulo p

10009 4°
/ "

/

/ 600 *
- = 05 1 15 20 25 3¢
400
N\
N ;
\ 2003
. \ R
\ 1000
“Klasyczna” krzywa y? = x> — x Krzywa y? = x3 — x modulo 1009

Krzywe modulo liczby pierwsze maja liczne zastosowania w kryptografii:
zaréwno przy szyfrowaniu i zapewnianiu elektronicznych podpiséw, jak i
przy konstrukcji kodéw poprawiajgcych btedy.
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Przyktad: krzywe eliptyczne
Krzywa y? = x3 — x stanowi przyktad krzywej eliptycznej. Punkty na
tych krzywych mozna dodawac:

Zbiér punktéw krzywej eliptycznej stanowi grupe przemienna. Obserwacja
ta prowadzi do zastosowan w kryptografii (np. algorytm ElGamal).
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Krzywe algebraiczne
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Krzywe rzutowe
Krzywe, ktére bedziemy rozwazali, pochodzg ze sklejenia kilku krzywych.

Krzywa y? = x3 — x nie jest rzutowa — brakuje jej jednego "punktu w

nieskonczonosci". Staje sie ona rzutowa po doklejeniu do niej krzywej

W2:U—U3

za pomoca utozsamien u = 1/x, w = y/x°.
Brakujacy punkt to punkt (u, w) = (0, 0).

Krzywa rzutowa — krzywa sklejona z kilku krzywych, ktéra nie ma dziur.
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Symetrie krzywych

Méwiac o dziataniu grupy na krzywej, chcemy, zeby byto ono algebraiczne.
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Krzywe algebraiczne
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Symetrie krzywych

Méwiac o dziataniu grupy na krzywej, chcemy, zeby byto ono algebraiczne.

Krzywe nad F, moga mie¢ bardzo duzo symetrii!
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Krzywe algebraiczne
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Symetrie krzywych

Méwiac o dziataniu grupy na krzywej, chcemy, zeby byto ono algebraiczne.
Krzywe nad F, moga mie¢ bardzo duzo symetrii!

Powdd:
yP—y=1£(x)
ma symetrie rzedu p:
(x,y) — (x,y +1).
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Spojrzenie geometryczne
Rozwazanie krzywej X wraz z dziataniem grupy G jest réwnowazne z
rozwazaniem nakrycia krzywych f : X — Y (gdzie Y := X/G).

Krzywa Y jest wtedy przestrzenig orbit dziatania, tzn. utozsamiamy ze
soba “symetryczne punkty”.

e
T

xfl_
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Spojrzenie geometryczne
Rozwazanie krzywej X wraz z dziataniem grupy G jest réwnowazne z
rozwazaniem nakrycia krzywych f : X — Y (gdzie Y := X/G).

Na obrazku widzimy przypadek #G = 4.

X - P
S SN— N (™ #G sheets
; \,¥_
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Krzywe algebraiczne
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Spojrzenie geometryczne
Rozwazanie krzywej X wraz z dziataniem grupy G jest réwnowazne z
rozwazaniem nakrycia krzywych f : X — Y (gdzie Y := X/G).

Zauwazmy, ze:

® nad prawie kazdym punktem Y s3 #G punkty X,
® pozostate punkty to tzw. punkty rozgafezienia.

=

Y o
4 * P4
/ AN
AN /
ZWYKLE PUNKTY PUNKTY ROZGALEZIENIA
Jedrzej Garnek Krzywe i ich symetrie
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Kohomologie
Rozwazmy dwa niezmienniki krzywych:

* kohomologia de Rhama: Hl,(X),
e kohomologia Hodge'a: H},, (X).

Obydwa niezmienniki s3 pewnymi przestrzeniami wektorowymi.
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Kohomologie

GO X — krzywa algebraiczna
GO Hfl-/dg(X), H},R(X) — niezmienniki krzywej

Zrozumie¢ strukture Hig(X) oraz H},dg(X), uwzgledniajac "symetrie"
krzywej X.

(czyli zrozumie¢ Hjp(X) oraz Hjy, (X) jako reprezentacje grupy G)
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Funkcje i formy na krzywej

e funkcje (z biegunami): C(x, y), gdzie y? = x3 — x,

¢ funkcje regularne poza punktem w nieskoniczonosci: C[x, y],
e funkcja y/x3 jest regularna w punkcie w nieskoficzonosci, bo

Y

— = uw
x3
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Funkcje i formy na krzywej

e funkcje (z biegunami): C(x, y), gdzie y? = x3 — x,

¢ funkcje regularne poza punktem w nieskoniczonosci: C[x, y],
e funkcja y/x3 jest regularna w punkcie w nieskoficzonosci, bo

Y

Lo=uw=—t342t' 5.1 11415 —42.¢19 1 132+ + O(1%),
X
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Funkcje i formy na krzywej

e funkcje (z biegunami): C(x, y), gdzie y? = x3 — x,

¢ funkcje regularne poza punktem w nieskoniczonosci: C[x, y],

e funkcja y/x3 jest regularna w punkcie w nieskoficzonosci, bo

Y

Lo=uw=—t342t' 5.1 11415 —42.¢19 1 132+ + O(1%),
X

e formy rézniczkowe: wyrazenia postaci f dx.
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Kohomologie
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Czym wtasciwie sa te kohomologie?

sage: AS = as_cover(P1, [P1.x"2, 1/2*P1.x"3], prec=1000)

sage: AS

(Z/p)~2-cover of Superelliptic curve with the equation y*1 = x over Finite Field of size 7 with the equations:
z0"7 - 20 = x"2

717 - z1 = -3*x"3

sage: AS.de_rham_basis()

[( (1) *dx, @),

(z1) * dx, @ ),

(z172) * dx, @ ),

(z173) * dx, 0 ),

(z174) * dx, © ),

(3*x*z0"4 + z1"5 + x*z0*z172) * dx, 0 ),

(-2%z076*z1"2 - 2*x*z0"4*z1 + z176 + x*z0%z1"3 + 3*x"2*z0"2) * dx, 0 ),

(z0) * dx, @),

(z0*z1) * dx, @ ),

(z0*z172) * dx, © ),

(z0*z173) * dx, © ),

(z0*z174 + 3*x"2) * dx, @ ),

(2*x*z0"5 + z0*z1N5 - 3*x*z@M2%*z172 - 3*x"2*z1) * dx, @ ),

(-2*%z0"4%z174 - x*z@N5*z1 + z0%z176 - 2*x*z@"N2*z1M3 + 2¥x/2%z@"3 + 2¥x"2*z1M2) * dx, @ ),
(z0"2) * dx, @ ),

(z0"2*z1) * dx, © ),

(z0"2*z172) * dx, © ),

(z0"2*z173 - x*z0"3) * dx, © ),

(z0"2*%z174 + 3*x*z@"3*z1 - 2*x"2*z@) * dx, O ),

(3*x*z0%6 + z@"2*z1N5 - 2*x*z@3*z172 - 3*x*z1M + x/M2*z0*z1) * dx, 0 ),

(2*%z075%z174 + 2¥x*z0MN6*z1 + z@"2%z176 + x*z0"3*z173 + X 2*%z@0N4 - 3¥x*zIN5 - 3*xA2*z@*z172) * dx, O ),

NN AN AN AN AN AN A AN AN A AN AN AN AN AN AN~~~
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Rozwazmy zbiory:

CEGIELKIR(G) := {M : M jest nierozktadalnym sktadnikiem Hlp(X)
dla pewnej krzywej X nad Fp}

CEGIELKI"®(G) := {M : M jest nierozktadalnym skladnikiem Hj, (X)
dla pewnej krzywej X nad Fp}.
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Rozwazmy zbiory:

CEGIELKIR(G) := {M : M jest nierozktadalnym sktadnikiem Hlp(X)
dla pewnej krzywej X nad Fp}

CEGIELKI"®(G) := {M : M jest nierozktadalnym skladnikiem Hj, (X)
dla pewnej krzywej X nad Fp}.

Jezeli te zbiory sa niemozliwe do opisania, to kohomologie krzywych tez!
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Rozwazmy zbiory:

CEGIELKIR(G) := {M : M jest nierozktadalnym sktadnikiem Hlp(X)
dla pewnej krzywej X nad Fp}

CEGIELKI"®(G) := {M : M jest nierozktadalnym skladnikiem Hj, (X)
dla pewnej krzywej X nad Fp}.

Jezeli te zbiory sa niemozliwe do opisania, to kohomologie krzywych tez!

Twierdzenie (JG, 2024)
Zbiory te s3 nieskonczone, o ile p > 2 oraz G zawiera Z/p x Z/p.
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Pytanie

[ Jelee]

Rozwazmy zbiory:

CEGIELKIR(G) := {M : M jest nierozktadalnym sktadnikiem Hlp(X)
dla pewnej krzywej X nad Fp}

CEGIELKI"®(G) := {M : M jest nierozktadalnym skladnikiem Hj, (X)
dla pewnej krzywej X nad Fp}.

Jezeli te zbiory sa niemozliwe do opisania, to kohomologie krzywych tez!

Twierdzenie (JG, 2024)
Zbiory te s3 nieskonczone, o ile p > 2 oraz G zawiera Z/p x Z/p.

Pytanie: czy zbiory:
{dim M : M € CEGIELKI?R(G)}, {dimM : M € CEGIELKI'(G)}

sg skonczone?
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Pytanie
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Hipoteza o rozktadzie — wersja obrazkowa
kohomologie nakrycia:

Y |

powinny by¢ takie same, jak kohomologie zdegenerowanego nakrycia
przyblizajacego je:

l {
X K
.
[
)
N l
Y [ [
NN
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Hipoteza o rozktadzie — wersja na znaczkach

Hir(X) 2 czesé globalna & € Hig o

Q — punkty
rozg.

H,l_,dg(X) = czesc globalna @ @ H,lj,dg@,

Q — punkty
rozg.

gdzie:
® cze$é globalna zalezy tylko od "obrazka" nakrycia i jest taka sama dla
obu kohomologii,
° HclfR,Q oraz H}Mg’Q sa pewnymi czesSciami lokalnymi ktére zaleza tylko
od "infinitezymalnego otoczenia" punktu Q.

SLOGAN:
kohomologie Hodge’a oraz de Rham’a réznia sie o czesci lokalne!
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