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Analogia

Rozwa»my liczby Fibonacciego:

F0 = 0, F1 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn

S¡ to kolejno:
0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,

21,

. . .

Pytanie

Czy to mo»liwe, »e wszystkie te liczby s¡ postaci:

2a · 3b · 5c · 13d?

(tzw. liczby 13-gªadkie)
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F0 = 0, F1 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn

S¡ to kolejno:
0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . .

Pytanie

Czy zbiór:

CEGIE�KI((Fn)n) := {p ∈ P : p|Fn dla pewnego n}

jest sko«czony?

Twierdzenie Carmichaela (1913): NIE!
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Co b¦dziemy potrzebowa¢ do zrozumienia wªa±ciwego problemu?

• reprezentacja grupy,

• krzywa algebraiczna,

• kohomologie.
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Symetrie

W wielu dziedzinach nauki badamy rozmaite obiekty, uwzgl¦dniaj¡c ich
symetrie jako wa»n¡ cz¦±¢ ich struktury. Filozo�a ta znajduje zastosowanie
np. gdy rozwa»amy cz¡steczk¦ chemiczn¡ lub ukªad �zyczny.

W matematyce takie podej±cie formalizuje si¦, u»ywaj¡c takich poj¦¢ jak
grupa, dziaªanie grupy na zbiorze lub reprezentacja grupy.
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Dziaªanie grupy na zbiorze

G × X → X , (g , x) 7→ g · x ,

gdzie:

• g · (h · x) = (g · h) · x ,
• e · x = x .

Przykªady:

• D2n dziaªa na zbiorze wierzchoªków n-k¡ta foremnego,

• Sn dziaªa na zbiorze {1, . . . , n},
• grupa macierzy odwracalnych Gln(R) dziaªa na Rn.
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Reprezentacja grupy

Trzy de�nicje o ró»nym stopniu trudno±ci ,

• zakodowanie ka»dego elementu grupy jako pewn¡ macierz,

• dziaªanie G na Rn takie, »e dla v , v1, v2 ∈ Rn, α ∈ R:

g · (v1 + v2) = g · v1 + g · v2, g · (αv) = α · (g · v)

• homomor�zm f : G → Gln(R).

Wspóªczynniki macierzy mog¡ nale»e¢ np. do C,Fp lub Fp.
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Przykªad:

dla G = Z/n reprezentacja jest wyznaczona przez dowoln¡ macierz
A ∈ Md(C) taka, »e

An = Id .

Przykªadowo:
A = diag(ζk1n , . . . , ζkdn ).
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Przykªad:

G = D2n = {e, r , r2, . . . , rn−1, s, sr , sr2, . . . , srn−1}
= ⟨s, r : rn = e, s2 = e, srs = r−1⟩

Reprezentacja:

s 7→
(
1 0
0 −1

)
r 7→

(
cos(2π/n) − sin(2π/n)
sin(2π/n) cos(2π/n)

)
.
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Przykªad:

G = S3

Reprezentacja V :

(1, 2, 3) 7→

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 .

(1, 2) 7→

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 .

(tzn. σ · (x1, x2, x3) = (xσ(1), xσ(2), xσ(3)))

J¦drzej Garnek Krzywe i ich symetrie 9 / 28



Analogia Symetrie Krzywe algebraiczne Kohomologie Pytanie

Po co nam reprezentacje

• pomagaj¡ lepiej zrozumie¢ badany obiekt, uwzgl¦dniaj¡c jego symetrie,

• pomagaj¡ lepiej zrozumie¢ grup¦.
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Reprezentacje mo»na jednoznacznie rozªo»y¢ na �cegieªki�
� reprezentacje nierozkªadalne.

Przykªad: dla G = S3, V = R3:

V = {(a, a, a) : a ∈ R} ⊕ {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x1 + x2 + x3 = 0}
= V1 ⊕ V2,

gdzie dimV1 = 1, dimV2 = 2.
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Reprezentacje mo»na jednoznacznie rozªo»y¢ na �cegieªki�
� reprezentacje nierozkªadalne.

Przykªad:

dla G = Z/n istnieje n reprezentacji nierozkªadalnych nad C. S¡ one
wymiaru 1. Maj¡ posta¢:

Vk : Z/n ∋ 1 7→ [ζkn ] ∈ M1(C)

dla k = 0, . . . , n.
Reprezentacja zadana przez A = diag(ζk1n , . . . , ζkdn ) rozkªada si¦ na:

Vk1 ⊕ . . .⊕ Vkd .
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Reprezentacje mo»na jednoznacznie rozªo»y¢ na �cegieªki�
� reprezentacje nierozkªadalne.

Przykªad:

dla G = Z/p istnieje p reprezentacji nierozkªadalnych nad Fp. Maj¡ posta¢:

Z/p ∋ 1 7→


1 1 0 · · · 0
0 1 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 1 1
0 0 0 0 1

 ∈ Mk(Fp)

dla k = 0, . . . , p.
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Reprezentacje mo»na jednoznacznie rozªo»y¢ na �cegieªki�
� reprezentacje nierozkªadalne.

Przykªad:

dla G = Z/p × Z/p istnieje niesko«czenie wiele reprezentacji nad Fp.
Wiadomo, »e

NIE DA SI� ICH SKLASYFIKOWA�!
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Krzywe algebraiczne

Obiektem moich bada« s¡ krzywe algebraiczne, tzn. jednowymiarowe
obiekty zadane przez równania wielomianowe, np. y2 = x3 − x .

B¦dziemy rozwa»ali krzywe:

• modulo liczba pierwsza

(= �sko«czone� krzywe)

• rzutowe

(= krzywe, którym nie brakuje punktów)

• gªadkie

(= bez �ostrzy�)
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Krzywe modulo p

�Klasyczna� krzywa y2 = x3 − x Krzywa y2 = x3 − x modulo 1009

Krzywe modulo liczby pierwsze maj¡ liczne zastosowania w kryptogra�i:
zarówno przy szyfrowaniu i zapewnianiu elektronicznych podpisów, jak i
przy konstrukcji kodów poprawiaj¡cych bª¦dy.

J¦drzej Garnek Krzywe i ich symetrie 16 / 28



Analogia Symetrie Krzywe algebraiczne Kohomologie Pytanie

Przykªad: krzywe eliptyczne

Krzywa y2 = x3 − x stanowi przykªad krzywej eliptycznej. Punkty na
tych krzywych mo»na dodawa¢:

Zbiór punktów krzywej eliptycznej stanowi grup¦ przemienn¡. Obserwacja
ta prowadzi do zastosowa« w kryptogra�i (np. algorytm ElGamal).
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Krzywe rzutowe

Krzywe, które b¦dziemy rozwa»ali, pochodz¡ ze sklejenia kilku krzywych.

Krzywa y2 = x3 − x nie jest rzutowa � brakuje jej jednego "punktu w
niesko«czono±ci". Staje si¦ ona rzutowa po doklejeniu do niej krzywej

w2 = u − u3

za pomoc¡ uto»samie« u = 1/x , w = y/x2.
Brakuj¡cy punkt to punkt (u,w) = (0, 0).

Krzywa rzutowa � krzywa sklejona z kilku krzywych, która nie ma dziur.
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Symetrie krzywych

Mówi¡c o dziaªaniu grupy na krzywej, chcemy, »eby byªo ono algebraiczne.

Krzywe nad Fp mog¡ mie¢ bardzo du»o symetrii!

Powód:
yp − y = f (x)

ma symetri¦ rz¦du p:
(x , y) 7→ (x , y + 1).
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Spojrzenie geometryczne

Rozwa»anie krzywej X wraz z dziaªaniem grupy G jest równowa»ne z
rozwa»aniem nakrycia krzywych f : X → Y (gdzie Y := X/G ).

Krzywa Y jest wtedy przestrzeni¡ orbit dziaªania, tzn. uto»samiamy ze
sob¡ �symetryczne punkty�.

J¦drzej Garnek Krzywe i ich symetrie 20 / 28
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Spojrzenie geometryczne

Rozwa»anie krzywej X wraz z dziaªaniem grupy G jest równowa»ne z
rozwa»aniem nakrycia krzywych f : X → Y (gdzie Y := X/G ).

Na obrazku widzimy przypadek #G = 4.
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Spojrzenie geometryczne

Rozwa»anie krzywej X wraz z dziaªaniem grupy G jest równowa»ne z
rozwa»aniem nakrycia krzywych f : X → Y (gdzie Y := X/G ).

Zauwa»my, »e:
• nad prawie ka»dym punktem Y s¡ #G punkty X ,
• pozostaªe punkty to tzw. punkty rozgaª¦zienia.
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Kohomologie

Rozwa»my dwa niezmienniki krzywych:

• kohomologia de Rhama: H1

dR(X ),

• kohomologia Hodge'a: H1

Hdg (X ).

Obydwa niezmienniki s¡ pewnymi przestrzeniami wektorowymi.
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Kohomologie

G ⟳ X � krzywa algebraiczna

G ⟳ H1

Hdg (X ),H1

dR(X ) � niezmienniki krzywej

Problem

Zrozumie¢ struktur¦ H1

dR(X ) oraz H1

Hdg (X ), uwzgl¦dniaj¡c "symetrie"
krzywej X .

(czyli zrozumie¢ H1

dR(X ) oraz H1

Hdg (X ) jako reprezentacje grupy G )
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Funkcje i formy na krzywej

• funkcje (z biegunami): C(x , y), gdzie y2 = x3 − x ,

• funkcje regularne poza punktem w niesko«czono±ci: C[x , y ],
• funkcja y/x3 jest regularna w punkcie w niesko«czono±ci, bo

y

x3
= uw

= −t3+2 · t7−5 · t11+14 · t15−42 · t19+132 · t23+O(t25),

• formy ró»niczkowe: wyra»enia postaci f dx .
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Czym wªa±ciwie s¡ te kohomologie?
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Rozwa»my zbiory:

CEGIE�KIdR(G ) := {M : M jest nierozkªadalnym skªadnikiem H1

dR(X )

dla pewnej krzywej X nad Fp}
CEGIE�KIHdg (G ) := {M : M jest nierozkªadalnym skªadnikiem H1

Hdg (X )

dla pewnej krzywej X nad Fp}.

Je»eli te zbiory s¡ niemo»liwe do opisania, to kohomologie krzywych te»!

Twierdzenie (JG, 2024)

Zbiory te s¡ niesko«czone, o ile p > 2 oraz G zawiera Z/p × Z/p.

Pytanie: czy zbiory:

{dimM : M ∈ CEGIE�KIdR(G )}, {dimM : M ∈ CEGIE�KIHdg (G )}

s¡ sko«czone?

J¦drzej Garnek Krzywe i ich symetrie 25 / 28
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Dzi¦kuj¦ za uwag¦!
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Hipoteza o rozkªadzie � wersja obrazkowa

kohomologie nakrycia:

powinny by¢ takie same, jak kohomologie zdegenerowanego nakrycia
przybli»aj¡cego je:
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Hipoteza o rozkªadzie � wersja na znaczkach

H1

dR(X ) ∼= cz¦±¢ globalna ⊕
⊕

Q � punkty
rozg.

H1

dR,Q ,

H1

Hdg (X ) ∼= cz¦±¢ globalna ⊕
⊕

Q � punkty
rozg.

H1

Hdg ,Q ,

gdzie:

• cz¦±¢ globalna zale»y tylko od "obrazka" nakrycia i jest taka sama dla
obu kohomologii,

• H1

dR,Q oraz H1

Hdg ,Q s¡ pewnymi cz¦±ciami lokalnymi które zale»¡ tylko
od "in�nitezymalnego otoczenia" punktu Q.

SLOGAN:

kohomologie Hodge'a oraz de Rham'a ró»ni¡ si¦ o cz¦±ci lokalne!
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